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Kumpulan tiedekirjasto
Tutkielmassa ma¨a¨rita¨n triviaalin solmun ja p, q-torussolmun ryhma¨t eli niiden komplementin pe-
rusryhma¨t. Solmu on ympyra¨n upotus kolmiulotteiseen avaruuteen. Yksinkertaisinta solmua kut-
sutaan triviaaliksi solmuksi. Torussolmuksi Kp,q kutsutaan solmua, joka kiertyy kiintea¨n toruksen
ympa¨rille p kertaa pitkitta¨iseen suuntaan ja q kertaa poikittaiseen suuntaan.
Era¨s solmuteorian keskeisista¨ kysymyksista¨ on, milloin kaksi solmua ovat keskena¨a¨n ekvivalentteja.
Invariantit ovat osittaisia vastauksia ta¨ha¨n kysymykseen: ne ovat solmujen funktioita, jotka saavat
saman arvon ekvivalenteilla solmuilla. Invariantit voidaan jaotella kombinatorisiin eli solmukaavioi-
hin perustuviin seka¨ topologisiin invariantteihin. Topologisista invarianteista ta¨rkeimpia¨ on solmun
ryhma¨.
Esittelen tutkimuksessani ensin homotopian perusominaisuuksia ja perusryhma¨n ka¨sitteen. Eri-
tyisesti kerron, miten selviteta¨a¨n avaruuden deformaatioretraktin ja tuloavaruuden perusryhma¨.
Seuraavaksi osoitan, etta¨ ympyra¨n perusryhma¨ on a¨a¨reto¨n syklinen ryhma¨. Ka¨yn myo¨s la¨pi tut-
kielmassa tarvittavaa algebran ka¨sitteisto¨a¨, erityisesti sen, miten ryhma¨n esityksen voi ma¨a¨ritta¨a¨
vapaan ryhma¨n, viritta¨jien ja relaattoreiden avulla.
Tutkielman ensimma¨inen pa¨a¨tulos on polkuyhtena¨isten avaruuksien perusryhmia¨ koskeva van Kam-
penin lause, jonka avulla voidaan ma¨a¨ritella¨ avaruuden U ∪ V perusryhma¨, kun avaruudet U , V
ja U ∩ V ovat polkuyhtena¨isia¨ ja epa¨tyhjia¨ ja na¨iden avaruuksien perusryhma¨t tunnetaan. Ta¨ma¨n
ja¨lkeen tutkin solmujen ryhmia¨. Ensin osoitan, etta¨ triviaalin solmun ryhma¨ on a¨a¨reto¨n syklinen
ryhma¨, ja sen ja¨lkeen ma¨a¨rita¨n ympyra¨n perusryhma¨n ja van Kampenin lauseen avulla, etta¨ torus-
solmun Kp,q ryhma¨n era¨s esitys on 〈a, b|ap = bq〉. Lopuksi pohdin yleisesti solmun ryhma¨n ka¨ytto¨a¨
invarianttina.
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Solmu on ympyra¨n upotus kolmiulotteiseen avaruuteen. Solmujen teoriassa yhdistyy kiin-
nostavalla tavalla luonnollisen maailman ilmio¨, topologinen la¨hestymistapa seka¨ kombi-
natorinen la¨hestymistapa. Keskityn ta¨ssa¨ tutkielmassa solmuihin topologisesta perspek-
tiivista¨. Koska solmu itsessa¨a¨n on ympyra¨n kuva homeomorfismissa, sen sisa¨isessa¨ ra-
kenteessa ei topologin na¨ko¨kulmasta ole mita¨a¨n mielenkiintoista. Sen sijaan kiinnostavia
tuloksia saadaan tutkimalla komplementtia ja sen perusryhma¨a¨, jota kutsutaan solmun
ryhma¨ksi.
Solmuteorian la¨hto¨kohtana on ollut sen tutkiminen, miten yksiulotteinen ”naru” voi
sijaita kolmiulotteisessa avaruudessa [7]. Teorialle on luonut pohjaa myo¨s K. F. Gaus-
sin elektrodynamiikan tutkimus 1800-luvun alkupuolella. Varhaisin solmujen tutkimus
on perustunut solmukaavioihin, kombinatorisiin metodeihin ja jossain ma¨a¨rin kokeellisiin
tutkimusmetodeihin. [10]
Solmujen teoria, etenkin sen puhtaimmin topologiset muodot, kehittyi topologian ja al-
gebrallisen topologian edistysaskelten myo¨ta¨. Erityisen ta¨rkea¨a¨ on ollut Poincare´n pionee-
rityo¨ viime vuosisadan vaihteessa. Solmuteoriaa ovat 1900-luvun alkupuolella kehitta¨neet
esimerkiksi M. Dehn, J. W. Alexander, K. Reidemeister, E. R. Van Kampen ja H. Seifert.
[10] Solmun ryhma¨ on ollut ta¨rkea¨ tyo¨kalu solmuteoriassa jo hyvin varhain [1].
Solmujen teoriassa ma¨a¨ritelma¨t on pyritty laatimaan niin, etta¨ ne ovat seka¨ eksak-
teja etta¨ vastaavat todellisuuden ilmio¨ita¨ [7]. Niin kutsuttu fysikaalinen solmujen teoria
etsii yhteyksia¨ klassisen solmuteorian ja fysikaalisen maailman ilmio¨iden, esimerkiksi mo-
lekyylien ja ko¨ysien, va¨lilla¨. Solmujen fysikaaliset ominaisuudet ovat kiinnostaneet seka¨
biologeja, tietojenka¨sittelytieteilijo¨ita¨ etta¨ insino¨o¨reja¨. [9]
Esittelen tutkielmassani ensin homotopian perusominaisuuksia ja perusryhma¨n ka¨sit-
teen. Seuraavaksi osoitan, etta¨ ympyra¨n perusryhma¨ on a¨a¨reto¨n syklinen ryhma¨. Luvussa
5 esittelen tarvittavia vapaisiin ryhmiin liittyvia¨ ka¨sitteita¨ ja lauseita ja todistan van Kam-
penin lauseen, jonka avulla voidaan ma¨a¨ritella¨ monimutkaisten avaruuksien perusryhmia¨
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Kuva 1.1: Solmukaavio yksinkertaisimmista olemassaolevista solmuista. La¨hde:
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:KnotsBagTable.svg, 29.1.2016
yksinkertaisempien avaruuksien perusryhmien avulla. Luvussa 6 esittelen solmuteorian
ta¨rkeimpia¨ ka¨sitteita¨, erityisesti triviaalin solmun, torussolmun ja solmujen ekvivalenssin.
Seuraavassa luvussa osoitan ensin, etta¨ triviaalin solmun ryhma¨ on ekvivalentti koko-
naislukujen ryhma¨n kanssa. Sen ja¨lkeen ma¨a¨rittelen van Kampenin lauseen ja ympyra¨n




Ta¨ssa¨ luvussa ma¨a¨rittelen ka¨sitteet homotopia, polku ja polkuhomotopialuokka ja niiden
avulla avaruuden perusryhma¨n. Todistan myo¨s joukon homotopiaan ja perusryhma¨a¨n liit-
tyvia¨ perustuloksia. Erityisesti kerron, miten selviteta¨a¨n avaruuden deformaatioretraktin
ja tuloavaruuden perusryhma¨, silla¨ na¨ita¨ tuloksia tarvitaan myo¨hemmin solmujen ryhmien
ma¨a¨rittelemiseen. Annan myo¨s muutaman esimerkin hyo¨dyllisista¨ deformaatioretrakteis-
ta.
Jatkossa oletetaan, etta¨ X, Y ja Z ovat topologisia avaruuksia, ja merkita¨a¨n I = [0, 1].
Ma¨a¨ritelma¨ 2.1. Olkoot f, g : X → Y jatkuvia kuvauksia. Kuvaus f on homotooppinen
kuvauksen g kanssa, jos on olemassa jatkuva kuvaus h : X × I → Y , jolla h(x, 0) = f(x)
ja h(x, 1) = g(x). Ta¨llo¨in merkita¨a¨n f ' g ja h : f ' g, ja kuvausta h kutsutaan
homotopiaksi.
Homotopian h : f ' g avulla voidaan ma¨a¨ritella¨ kullakin t ∈ I kuvaus ht : X → Y
kaavalla ht(x) = h(x, t). Ta¨ma¨ on yhdistetty kuvaus kuvauksesta h : X × I → Y seka¨
kaavalla γ(x) = (x, t) ma¨a¨ritellysta¨ kuvauksesta γ : X → X×I. Kuvaus h on homotopiana
jatkuva, ja kuvaus γ on jatkuva, koska sen komponenttikuvaukset ovat identtinen kuvaus
x 7→ x ja vakiokuvaus x 7→ t. Siis kuvaus ht on jatkuvien kuvausten yhdisteena¨ jatkuva
kaikilla t ∈ I.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.2. Paria (X, x0), missa¨ x0 ∈ X, kutsutaan kantapisteavaruudeksi. Ta¨llo¨in
piste x0 on (X, x0):n kantapiste. Jos (Y, y0) on myo¨s kantapisteavaruus ja kuvaukselle
f : X → Y pa¨tee f(x0) = y0, voidaan merkita¨ f : (X, x0)→ (Y, y0).
Ma¨a¨ritelma¨ 2.3. Oletetaan, etta¨ f, g : X → Y ovat jatkuvia ja joukolle A ⊂ X pa¨tee
f |A = g|A. Jos on olemassa sellainen homotopia h : f ' g, etta¨ h(x, t) = f(x) = g(x)
kaikilla t ∈ I ja x ∈ A, sanotaan, etta¨ f on homotooppinen g:n kanssa A:n suhteen.
Ta¨llo¨in merkita¨a¨n f ' g rel A.
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Yhdistettyjen kuvausten va¨linen homotopia voidaan perustella alkupera¨isten kuvaus-
ten homotopioilla.
Lause 2.4. Kaikilla f, f ′ : X → Y ja g, g′ : Y → Z pa¨tee, etta¨ jos f ' f ′ ja g ' g′, niin
g ◦ f ' g′ ◦ f ′ .
Todistus. Oletetaan, etta¨ f ' f ′ ja g ' g′, eli on olemassa homotopiat hf : f ' f ′ ja
hg : g ' g′. Ma¨a¨ritella¨a¨n kuvaus γ : X× I → Y × I kaavalla γ(x, t) = (hf (x, t), t). Kuvaus
γ on jatkuva, koska sen komponenttikuvaukset ovat jatkuvia. Ma¨a¨ritella¨a¨n seuraavaksi
kuvaus h : X × I → Z kaavalla h(x, t) = hg(γ(x, t)) = hg(hf (x, t), t). Nyt h on jatkuvien
kuvausten yhdisteena¨ jatkuva ja ma¨a¨rittelee halutun homotopian h : g ◦ f ' g′ ◦ f ′.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.5. Jatkuva kuvaus f : X → Y on homotopiaekvivalenssi, jos on olemassa
sellainen jatkuva g : Y → X, etta¨ g ◦ f ' idX ja f ◦ g ' idY . Kuvaus g on ta¨llo¨in
f :n homotopiainverssi. Jos on olemassa homotopiaekvivalenssi f : X → Y , niin X on
homotooppisesti ekvivalentti Y :n kanssa. Ta¨ta¨ merkita¨a¨n X ' Y .
Homotopian hyvin ka¨ytto¨kelpoinen sovellus on polkuhomotopia. Ma¨a¨ritella¨a¨n siis en-
sin polku, ka¨a¨nteispolku, polkujen kompositio seka¨ polkuyhtena¨inen avaruus.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.6. Polku on jatkuva kuvaus α : I → X. Pisteita¨ α(0) ja α(1) kutsutaan
polun pa¨a¨tepisteiksi. Polun ka¨a¨nteispolku α← ma¨a¨ritella¨a¨n kaavalla α←(t) = α(1− t).
Ma¨a¨ritelma¨ 2.7. Avaruus X on polkuyhtena¨inen, jos jokainen pari a, b ∈ X voidaan
yhdista¨a¨ polulla X:ssa¨.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.8. Olkoot α, β : I → X polkuja, joilla α(1) = β(0). Polkujen α ja β
kompositio γ : I → X ma¨a¨ritella¨a¨n yhta¨lo¨lla¨
γ(t) =
{
α(2t), kun 0 ≤ t ≤ 1
2
β(2t− 1), kun 1
2
≤ t ≤ 1
ja merkita¨a¨n γ = αβ.
Kuvaukselle γ pa¨tee siis γ(0) = α(0), γ(1) = β(1) ja γ(1/2) = α(1) = β(0). Joukot
[0, 1/2] ja [1/2, 1] ovat I:n suljettuja osajoukkoja, joille pa¨tee I = [0, 1/2]∪ [1/2, 1]. Lisa¨ksi
rajoittumat γ|[0, 1/2] ja γ|[1/2, 1] ovat jatkuvien kuvausten yhdisteina¨ jatkuvia, joten
myo¨s γ on jatkuva. Ta¨sta¨ seuraa, etta¨ γ on itsekin polku.
Monet tulokset vaativat, etta¨ kahden homotooppisen polun pa¨a¨tepisteet pideta¨a¨n sa-
moina, eli tarkastellaan homotopioita rel {0, 1}. Polkuhomotopian ma¨a¨ritelma¨ssa¨ ta¨ma¨
ajatus otetaan la¨hto¨kohdaksi.
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Ma¨a¨ritelma¨ 2.9. Polku α on homotooppinen polun β kanssa, jos α ' β rel {0, 1}. Ta¨llo¨in
merkita¨a¨n α ∼ β. Jos pa¨tee H : α ' β rel {0, 1}, niin H on polkuhomotopia, ja voidaan
merkita¨ H : α ∼ β.
Koska polut ovat jatkuvia kuvauksia I → X, polkuhomotopia H : α ∼ β on jatkuva
kuvaus H : I × I → X. Polkuhomotopian ma¨a¨ritelma¨sta¨ seuraa va¨litto¨ma¨sti seuraavat
ominaisuudet:
H(s, 0) = α(s),
H(s, 1) = β(s),
H(0, t) = α(0) = β(0)
ja H(1, t) = α(1) = β(1)
Polkuhomotopia H kuvaa siis nelio¨n I×I pystysivut pisteisiin α(0) = β(0) ja α(1) = β(1)
ja nelio¨n vaakasivut poluille α ja β.
Parametrin vaihdolla saadaan mielivaltaisesta polusta muodostettua toinen polku, joka
on homotooppinen alkupera¨isen polun kanssa. Ta¨sta¨ on hyo¨tya¨ tulevissa todistuksissa.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.10. Olkoon α : I → X polku, γ : I → I jatkuva ja γ(0) = 0, γ(1) = 1.
Ta¨llo¨in polku β = α ◦ γ on saatu α:sta parametrin vaihdolla.
Lemma 2.11. Jos polku β on saatu polusta α parametrin vaihdolla, niin α ∼ β.
Todistus. Olkoon α, β : I → X polkuja ja β = α ◦ γ, missa¨ γ : I → I jatkuva ja
γ(0) = 0, γ(1) = 1. Ma¨a¨ritella¨a¨n kuvaus h : I × I → I kaavalla h(s, t) = (1 − t)γ(s) +
ts = (1 − t)γ(s) + t · idI(s). Kuvaus h on jatkuva, h(s, 0) = γ(s) ja h(s, 1) = idI(s),
joten h ma¨a¨rittelee homotopian h : γ ' idI . Siis γ ja idI ovat homotooppisia. Lisa¨ksi
γ(0) = 0 = idI(0) ja γ(1) = 1 = idI(1), joten pa¨tee h(0, t) = γ(0) = idI(0) ja h(1, t) =
γ(1) = idI(1) kaikilla t ∈ I ja edelleen γ ' idI rel {0, 1}. Kuvaus Hα : I × I → X,
Hα(s, t) = α(s), puolestaan ma¨a¨rittelee homotopian, joka yhdista¨a¨ polun α itseensa¨. Nyt
voimme ma¨a¨ritella¨ kuvauksen H : I × I → X kaavalla H(s, t) = Hα(h(s, t), t). Kuvaus
H on selva¨sti homotopia, joka yhdista¨a¨ kuvauksen β = α ◦ γ kuvaukseen α = α ◦ idI .
Kuvaukselle H pa¨tee lisa¨ksi, etta¨
H(0, t) = Hα(h(0, t), 0) = Hα(0, 0) = α(0) = β(0)
ja H(1, t) = Hα(h(1, t), 1) = Hα(1, 1) = α(1) = β(1),
joten ma¨a¨ritelma¨n 2.3 perusteella β on homotooppinen α:n kanssa joukon {0, 1} suhteen.
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Polkujen kompositiot ovat keskena¨a¨n homotooppisia myo¨s silloin, kun on olemas-
sa jatkuva kuvaus, joka kuvaa nelio¨n I × I reunat sopivalla tavalla poluille. Ta¨ta¨kin
hyo¨dynneta¨a¨n myo¨hemmissa¨ todistuksissa.
Lemma 2.12. Olkoon F : I × I → X jatkuva, ja α, β, γ ja ϕ seuraavasti ma¨a¨riteltyja¨
polkuja X:ssa¨:
α(s) = F (s, 0),
β(s) = F (1, s),
γ(s) = F (0, s) ja
ϕ(s) = F (s, 1).
Nyt pa¨tee αβ ∼ γϕ.
Todistus. Ma¨a¨ritella¨a¨n ensin funktio θ : I × I → I × I kaavalla
θ(s, t) =
{
(1− t)(2s, 0) + t(0, 2s), kun 0 ≤ s ≤ 1/2
(1− t)(1, 2s− 1) + t(2s− 1, 1), kun 1/2 ≤ s ≤ 1.
Ma¨a¨ritella¨a¨n seuraavaksi H : I × I → X kaavalla H = F ◦ θ. Kuvaus H on jatkuvien
kuvausten yhdisteena¨ jatkuva, ja sille pa¨tee
H(s, 0) =
{
F (2s, 0), kun 0 ≤ s ≤ 1/2
F (1, 2s− 1), kun 1/2 ≤ s ≤ 1 =
{
α(2s), kun 0 ≤ s ≤ 1/2
β(2s− 1), kun 1/2 ≤ s ≤ 1 = αβ(s)
ja vastaavasti H(s, 1) = γϕ(s). Lisa¨ksi
H(0, t) = F (0, 0) = αβ(0) = γϕ(0)
ja H(1, t) = αβ(1) = γϕ(1), joten H on homotopia H : αβ ∼ γϕ.
Jos a, b ∈ X, merkita¨a¨n Ω(X, a, b) niiden X:n polkujen joukkoa, joilla α(0) = a ja
α(1) = b.
Lause 2.13. Polkuhomotopia ∼ on ekvivalenssirelaatio joukossa Ω(X, a, b).
Todistus. Olkoon α, β, γ ∈ Ω(X, a, b). Osoitetaan ekvivalenssirelaation ominaisuudet yksi
kerrallaan.
(1) α ∼ α
Polkuhomotopian H : α ∼ α antaa kuvaus H(s, t) = α(s).
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(2) α ∼ β ⇒ β ∼ α
Oletetaan, etta¨ on olemassa polkuhomotopia H : α ∼ β. Nyt polkuhomotopian
H ′ : β ∼ α antaa kuvaus H ′(s, t) = H(s, 1− t).
(3) α ∼ β ∼ γ ⇒ α ∼ γ
Oletetaan, etta¨ on olemassa polkuhomotopiat H ′ : α ∼ β ja H ′′ : β ∼ γ. Nyt haluttu
polkuhomotopia H : α ∼ γ saadaan kaavoilla
H(s, t) =
{
H ′(s, 2t), kun 0 ≤ t ≤ 1
2
H ′′(s, 2t− 1), kun 1
2
≤ t ≤ 1.
Osoitetaan viela¨ H jatkuvaksi. Joukot I×[0, 1/2] ja I×[1/2, 1] ovat I×I:n suljettuja
osajoukkoja, joille pa¨tee I × I = I × [0, 1/2] ∪ I × [1/2, 1]. Lisa¨ksi rajoittumat
H|I × [0, 1/2] ja H|I × [1/2, 1] ovat jatkuvien kuvausten yhdisteina¨ jatkuvia, joten
myo¨s H on jatkuva.
Olkoon (X, x0) kantapisteavaruus. Merkita¨a¨n Ω(X, x0, x0) = Ω(X, x0). Siis joukkoon
Ω(X, x0) kuuluvat silmukat α : I → X, joilla α(0) = α(1) = x0. Kompositio αβ on selva¨sti
olemassa ja kuuluu joukkoon Ω(X, x0) kaikilla α, β ∈ Ω(X, x0). Samoin α← ∈ Ω(X, x0)
kaikilla α ∈ Ω(X, x0). Olkoon εx0 : I → X vakiopolku, jolle εx0(t) = x0 kaikilla t ∈ I.
Kun kantapiste on kontekstista selva¨, merkitsemme yksinkertaisesti εx0 = ε.
Merkita¨a¨n polun α ma¨a¨ra¨a¨ma¨a¨ ekvivalenssiluokkaa [α]:lla. Siis
[α] = {β ∈ Ω(X, x0) : β ∼ α}.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.14. Ekvivalenssiluokkien [α] ja [β] kompositio [α][β] on
[α][β] = [αβ].
Merkita¨a¨n polkuhomotopiaa vastaavaa tekija¨joukkoa
pi(X, x0) = Ω(X, x0)/ ∼ .
Joukon pi(X, x0) alkiot ovat siis polkuhomotopialuokkia [α], jossa α ∈ Ω(X, x0).
Lause 2.15. Joukko pi(X, x0) ma¨a¨rittelee ryhma¨n, jonka laskutoimituksena on komposi-
tion muodostaminen [α][β] = [αβ], neutraalialkiona [ε] ja alkion [α] ∈ pi(X, x0) ka¨a¨nteisalkio
on [α←].
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Todistus. Osoitetaan ensin, etta¨ komposition muodostaminen [α][β] = [αβ] on laskutoimi-
tuksena hyvin ma¨a¨ritelty eli riippumaton luokkien edustajien valinnasta. Oletetaan, etta¨
α0, α1 ∈ [α] ja β0, β1 ∈ [β]. On siis olemassa homotopiat Hα : α0 ∼ α1 ja Hβ : β0 ∼ β1.
Ma¨a¨ritella¨a¨n polkuhomotopia H : α0β0 ∼ α1β1 kaavalla
H(s, t) =
{
Hα(2s, t), kun 0 ≤ s ≤ 12
Hβ(2s− 1, t), kun 12 ≤ s ≤ 1
Na¨in ollen pa¨tee [α0β0] = [α1β1], joten kompositio on hyvin ma¨a¨ritelty.
Osoitetaan seuraavaksi, etta¨ joukon pi(X, x0) alkioilla on seuraavat ominaisuudet:
(1) [α]([β][γ]) = ([α][β])[γ]
Polkujen komposition ma¨a¨ritelma¨sta¨ saadaan
α(βγ) =

α(2t), kun 0 ≤ t ≤ 1
2
β(4t− 2), kun 1
2
≤ t ≤ 3
4
γ(4t− 3), kun 3
4




α(4t), kun 0 ≤ t ≤ 1
4
β(4t− 1), kun 1
4
≤ t ≤ 1
2
γ(2t− 1), kun 1
2
≤ t ≤ 1.











≤ t ≤ 3
4
2t− 1, kun 3
4
≤ t ≤ 1.
Koska φ on jatkuva, φ(0) = 0 ja φ(1) = 1, polku (αβ)γ on saatu polusta α(βγ)
parametrin vaihdolla. Siis lemman 2.11 perusteella pa¨tee α(βγ) ∼ (αβ)γ, ja siten
myo¨s [α]([β][γ]) = ([α][β])[γ].
(2) [ε][α] = [α][ε] = [α]
Ma¨a¨ritella¨a¨n γ : I → I kaavalla
γ(t) =
{
0, kun 0 ≤ t ≤ 1
2
2t− 1, kun 1
2
≤ t ≤ 1
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Ta¨sta¨ na¨hda¨a¨n, etta¨ α ◦ γ = εα. Koska α on nyt saatu polusta εα parametrin
vaihdolla, lemman 2.11 perusteella pa¨tee α ∼ εα ja edelleen [α] = [εα] = [ε][α].
Ma¨a¨ritella¨a¨n seuraavaksi φ : I → I kaavalla
φ(t) =
{




≤ t ≤ 1
Ta¨sta¨ na¨hda¨a¨n, etta¨ α ◦ φ = αε, joten vastaavasti kuin edellisessa¨ kohdassa pa¨tee
α ∼ αε ja edelleen [α] = [αε] = [α][ε].
(3) [α][α←] = [α←][α] = [ε].
Ka¨a¨nteispolun ja polkujen komposition ma¨a¨ritelma¨n mukaan pa¨tee
αα←(s) =
{
α(2s), kun 0 ≤ s ≤ 1
2
α(2− 2s), kun 1
2
≤ s ≤ 1.
Ma¨a¨ritella¨a¨n kuvaus H : I × I → X kaavalla
H(s, t) =

x0, kun t ≥ 2s tai t ≥ −2s+ 2
α(2s− t), kun 0 ≤ s ≤ 1
2
ja t ≤ 2s
α(2− 2s− t), kun 1
2
≤ s ≤ 1 ja t ≤ −2s+ 2.
Osoitetaan seuraavaksi, etta¨ H on polkuhomotopia H : αα← ∼ ε. Olkoon s ∈ I.
Oletetaan ensin, etta¨ s ≤ 1/2. Saamme
H(s, t) =
{
x0, kun t ≥ 2s
α(2s− t) muulloin
Kuvaukset (s, t) 7→ x0, (s, t) 7→ 2s− t ja s 7→ α(s) ovat tunnetusti jatkuvia. Lisa¨ksi
pa¨tee α(2s− t)→ α(2s− 2s) = x0, kun t→ 2s, joten H|[0, 1/2]× I on jatkuva.
Vastaavasti, kun s ≥ 1/2, pa¨tee
H(s, t) =
{
x0, kun t ≥ −2s+ 2
α(2− 2s− t) muulloin.
Kuten edellisessa¨ tapauksessa, na¨hda¨a¨n, etta¨ myo¨s H|[1/2, 1]×I on jatkuva funktio,
joten H on jatkuva. Lisa¨ksi pa¨tee H(s, 0) = αα←(s) ja H(s, 1) = x0 = ε(s) seka¨
H(0, t) = x0 = H(1, t), joten H on polkuhomotopia H : αα
← ∼ ε. Siis pa¨tee
αα← ∼ ε ja edelleen
[α][α←] = [ε].
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Osoitetaan viela¨, etta¨ pa¨tee [α←][α] = [ε]. Merkita¨a¨n β = α←, jolloin ka¨a¨nteispolulle
pa¨tee β← = α. Edella¨ osoitetun nojalla pa¨tee ββ← ∼ ε, joten pa¨tee α←α ∼ ε ja
edelleen [α←][α] = [ε].
Edellisessa¨ todistuksessa ei ka¨ytetty ollenkaan oletusta siita¨, etta¨ polut ovat silmukoi-
ta. Todistuksen nojalla avaruuden X polkujen α, β, γ ja ε kompositioille pa¨tee siis
(1) α(βγ) ∼ (αβ)γ,
(2) εα ∼ αε ∼ α ja
(3) αα← ∼ α←α ∼ ε
aina, kun na¨ma¨ kompositiot on mahdollista ma¨a¨ritella¨. Samoin on osoitettu, etta¨ polku-
homotopia sa¨ilyy kompositiossa: jos α0, α1, b0 ja b1 ovat X:n polkuja, α0 ∼ α1, β0 ∼ β1 ja
kompositio α0β0 on ma¨a¨ritelty, niin pa¨tee α0β0 ∼ α1β1.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.16. Ryhma¨ pi(X, x0) on kantapisteavaruuden (X, x0) perusryhma¨ eli en-
simma¨inen homotopiaryhma¨.
Jos avaruus X on polkuyhtena¨inen, kaikki pisteet x0, x1 ∈ X voidaan yhdista¨a¨ toisiin-
sa polulla X:ssa¨, jolloin joukon Ω(X, x0) ja joukon Ω(X, x1) alkioiden va¨lille muodostuu
luonteva yhteys. Seuraava lause osoittaa, etta¨ ta¨llo¨in perusryhma¨t pi(X, x0) ja pi(X, x1)
ovat keskena¨a¨n isomorfiset. Jos avaruus ei ole polkuyhtena¨inen ja pisteet x0 ja x1 kuulu-
vat X:n eri polkukomponentteihin, perusryhma¨t pi(X, x0) ja pi(X, x1) eiva¨t liity toisiinsa
mitenka¨a¨n. Ta¨sta¨ syysta¨ monet perusryhma¨a¨n liittyva¨t lauseet ovat voimassa vain pol-
kuyhtena¨isille avaruuksille.
Lause 2.17. Polkuyhtena¨isen avaruuden X perusryhma¨ pi(X, x0) on isomorfiaa vaille
riippumaton kantapisteen x0 valinnasta.
Todistus. Olkoon x0, x1 ∈ X ja tutkitaan perusryhmia¨ pi(X, x0) ja pi(X, x1). Olkoon σ
polku, joka yhdista¨a¨ pisteen x0 pisteeseen x1. Ma¨a¨ritella¨a¨n kuvaus
σ# : pi(X, x0)→ pi(X, x1), σ#([α]) = [σ←ασ].
Osoitetaan ensin, etta¨ na¨in ma¨a¨ritelty kuvaus σ# on hyvin ma¨a¨ritelty. Se on selva¨sti
ma¨a¨ritelty kaikilla [α] ∈ pi(X, x0), ja koska kaikilla α ∈ Ω(X, x0) pa¨tee σ←ασ ∈ Ω(X, x1),
aina pa¨tee myo¨s [σ←ασ] ∈ pi(X, x1). Osoitetaan viela¨ yksika¨sitteisyys, jotta voidaan to-
deta, etta¨ σ# on hyvin ma¨a¨ritelty. Oletetaan, etta¨ [α] = [α
′] eli α ∼ α′. Koska polkuho-
motopia sa¨ilyy kompositiossa, saadaan σ←ασ ∼ σ←α′σ ja edelleen
σ#([α]) = [σ
←ασ] = [σ←α′σ] = σ#([α′]).
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Osoitetaan seuraavaksi, etta¨ kuvaus σ# on homomorfismi. Olkoon [α], [β] ∈ pi(X, x0).
Aiemmin on osoitettu, etta¨ σσ← ∼ ε, kaikilla poluilla γ pa¨tee γε ∼ γ aina kun γ(1) = ε(0)
ja etta¨ polkuhomotopia sa¨ilyy kompositiossa. Saadaan siis σ←ασσ← ∼ σ←α ja edelleen
σ←ασσ←βσ ∼ σ←αβσ. Siis pa¨tee
σ#([α])σ#([β]) = [σ
←ασ][σ←βσ]
= [σ←ασσ←βσ] = [σ←αβσ] = σ#([α][β]).
Osoitetaan viela¨, etta¨ σ# on bijektio. Vastaavasti kuin polun σ kohdalla, ka¨a¨nteispolkuun
τ = σ← voidaan liitta¨a¨ kuvaus τ# : pi(X, x1)→ pi(X, x0). Riitta¨a¨ na¨ytta¨a¨, etta¨ kuvaus τ#
on kuvauksen σ# ka¨a¨nteiskuvaus. Olkoon [α] ∈ pi(X, x1). Koska σ←σ ∼ ε, εα ∼ αε ∼ α
ja polkuhomotopia sa¨ilyy kompositiossa, saadaan
σ#(τ#([α])) = [σ
←τ←ατσ] = [σ←σασ←σ] = [α].
Siis σ# ◦ τ# on identtinen kuvaus ryhma¨ssa¨ pi(X, x1). Identiteetti τ# ◦ σ# = idpi(X,x0)
osoitetaan samaan tapaan.
Jatkossa polkuyhtena¨isten avaruuksien perusryhma¨a¨ pi(X, x0) merkita¨a¨n pi(X):lla¨, mi-
ka¨li kantapisteen valinnalla ei ole merkitysta¨.
Jatkuvasta kuvauksista kantapisteavaruuksien va¨lilla¨ voidaan johtaa niin kutsuttu in-
dusoitu homomorfismi perusryhmien va¨lille. Oletetaan, etta¨ (X, x0) ja (Y, y0) ovat kan-
tapisteavaruuksia ja kuvaus f : (X, x0) → (Y, y0) on jatkuva. Olkoon α ∈ Ω(X). Ta¨llo¨in
f ◦ α ∈ Ω(Y ), joten voidaan ma¨a¨ritella¨ kuvaus
fˆ : Ω(X)→ Ω(Y ), fˆ(α) = f ◦ α.
Jos α ∼ β, niin lauseesta 2.4 voidaan pa¨a¨tella¨, etta¨ f ◦ α ∼ f ◦ β. Voidaan siis ma¨a¨ritella¨
kuvauksen fˆ avulla kantapisteavaruuksien perusryhmien va¨lille kuvaus f∗ : pi(X, x0) →
pi(Y, y0) kaavalla f∗([α]) = [fˆ(α)] = [f ◦ α].
Lemma 2.18. Olkoon (X, x0), (Y, y0) ja (Z, z0) kantapisteavaruuksia, f : (X, x0) →
(Y, y0) jatkuva ja kuvaukset fˆ ja f∗ ma¨a¨ritelty kuten edella¨. Nyt kuvaus f∗ on homo-
morfismi. Lisa¨ksi (idX)∗ = idpi(X,x0), ja yhdisteelle g ◦ f pa¨tee (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗, kun
g : (Y, y0)→ (Z, z0) on jatkuva.
Todistus. Olkoot α, β ∈ Ω(X, x0). Kun 0 ≤ s ≤ 1/2, pa¨tee
fˆ(αβ)(s) = f(αβ(s)) = f(α(2s)) = fˆ(α)(2s).
Vastaavasti, kun 1/2 ≤ s ≤ 1, saadaan fˆ(αβ)(s) = fˆ(β)(2s − 1). Siis pa¨tee fˆ(αβ) =
fˆ(α)fˆ(β), joten
f∗([αβ]) = [fˆ(αβ)] = [fˆ(α)fˆ(β)] = [fˆ(α)][fˆ(β)] = f∗([α])f∗([β]).
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Koska kaikilla α ∈ Ω(X, x0) pa¨tee (idX)∗([α]) = [idX ◦ α] = [α], pa¨tee (idX)∗ =
idpi(X,x0). Lisa¨ksi kaikilla α ∈ Ω(X, x0) pa¨tee
g∗(f∗([α])) = g∗([f ◦ α]) = [g ◦ f ◦ α] = (g ◦ f)∗([α]),
joten (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗.
Usein on helpompi ma¨a¨ritta¨a¨ aliavaruuden kuin varsinaisen avaruuden perusryhma¨.
Ta¨llo¨in on ta¨rkea¨a¨ tieta¨a¨, milloin aliavaruuden perusryhma¨ on isomorfinen itse avaruuden
perusryhma¨n kanssa.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.19. Topologisen avaruuden X osajoukko A on avaruuden X retrakti, jos
on olemassa sellainen jatkuva kuvaus r : X → A, etta¨ r(a) = a kaikilla a ∈ A. Ta¨llo¨in
kuvausta r kutsutaan retraktioksi.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.20. Topologisen avaruuden X osajoukko A on avaruuden X deformaa-
tioretrakti, jos on olemassa sellainen retraktio r : X → A ja homotopia H : X × I → X,
joilla
H(x, 0) = x kaikilla x ∈ X
H(x, 1) = r(x) kaikilla x ∈ X ja
H(a, t) = a kaikilla a ∈ A, t ∈ I.
Lause 2.21. Jos A on avaruuden X deformaatioretrakti, niin inkluusiokuvaus i : A→ X
indusoi isomorfismin perusryhma¨lta¨ pi(A, a0) perusryhma¨lle pi(X, a0) kaikilla a0 ∈ A.
Todistus. Olkoon a0 ∈ A. Koska inkluusiokuvaus i on jatkuva, se indusoi lemman 2.18 mu-
kaan homomorfismin. Riitta¨a¨ siis na¨ytta¨a¨, etta¨ i∗ on bijektio. Tehda¨a¨n ta¨ma¨ na¨ytta¨ma¨lla¨,
etta¨ retraktion indusoima homomorfismi r∗ on kuvauksen i∗ ka¨a¨nteiskuvaus, eli etta¨
r∗ ◦ i∗ = idpi(A,a0) ja i∗ ◦ r∗ = idpi(X,a0).
Retraktion ma¨a¨ritelma¨n perusteella kaikilla a ∈ A pa¨tee r(i(a)) = a, joten pa¨tee
r ◦ i = idA ja edelleen (r ◦ i)∗ = (idA)∗. Lemman 2.18 perusteella ta¨sta¨ saadaan r∗ ◦ i∗ =
idpi(A,a0). Deformaatioretraktion ma¨a¨ritelma¨sta¨ puolestaan seuraa, etta¨ yhdistetty kuvaus
i ◦ r on homotooppinen kuvauksen idX kanssa joukon A eli erityisesti pisteen a0 suhteen,
eli i ◦ r ' idX rel {a0}. Siis kaikilla α ∈ Ω(X, a0) pa¨tee
(i ◦ r) ◦ α ' idX ◦ α rel {a0} =⇒ (i ◦ r) ◦ α ∼ idX ◦ α
=⇒ [(i ◦ r) ◦ α] = [idX ◦ α]
=⇒ (i ◦ r)∗([α]) = (idX)∗([α])
Siis pa¨tee (i ◦ r)∗ = (idX)∗ ja edelleen i∗ ◦ r∗ = idpi(X,a0).
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Suora seuraus ta¨sta¨ lauseesta on, etta¨ jos A on polkuyhtena¨isen avaruuden X defor-
maatioretrakti, pa¨tee pi(A) ∼= pi(X).
Ma¨a¨ritelma¨ 2.22. Topologinen avaruus X on kutistuva, jos on olemassa jokin piste
x0 ∈ X, joka on avaruuden X deformaatioretrakti.
Esimerkki 2.23. Osoitetaan, etta¨ piste 0 ∈ Rn on suljetun kuulan
Dn = {x ∈ Rn : ||x|| ≤ 1}
deformaatioretrakti, eli etta¨ suljettu kuula Dn on kutistuva. Retraktiona r : Dn → {0}
toimii vakiokuvaus r(x) = 0 ja homotopiana H : Dn × I → Dn kuvaus, joka ma¨a¨ritella¨a¨n
kaikilla x ∈ Dn ja t ∈ I kaavalla
H(x, t) = (1− t)x+ t · 0.
Selva¨sti H on jatkuva ja kaikilla kaikilla x ∈ Dn ja t ∈ I pa¨tee H(x, t) ∈ Dn, H(x, 0) =
x ja H(x, 1) = 0 = H(0, t), joten H on tarvittava homotopia. Kuvaus H ma¨a¨rittelee
laajemmin homotopian kaikkien Rn:n konveksien osajoukkojen X ja pisteiden x0 ∈ X
va¨lilla¨, joten avaruuden Rn konveksit osajoukot ovat kutistuvia.
Esimerkki 2.24. Osoitetaan, etta¨ (n − 1)-ulotteinen yksikko¨pallo Sn−1 on joukon X =
Dn \ {0} deformaatioretrakti. Joukko X on siis suljettu yksikko¨kuula, josta on poistettu
origo. Eli
Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1} ja
X = {x ∈ Rn : 0 < |x| ≤ 1}.
Ta¨ssa¨ retraktiona voidaan ka¨ytta¨a¨ kuvausta r : X → Sn−1, joka on ma¨a¨ritelty kaavalla
r(x) = x/|x|. Ma¨a¨ritella¨a¨n homotopia H : X × I → X kaavalla
H(x, t) = (1− t)x+ t · x|x| .
Kaikilla x ∈ X ja t ∈ I pa¨tee |x| ≤ |H(x, t)| ≤ 1, joten H(x, t) ∈ X. Lisa¨ksi H on
jatkuvien funktioiden yhdisteena¨ jatkuva, H(x, 0) = x ∈ X ja H(x, 1) = x/|x| ∈ Sn−1.
Lisa¨ksi jos x ∈ Sn−1, kaikilla t ∈ I pa¨tee H(x, t) = x/|x| = r(x). Siis H on etsitty
homotopia ja r etsitty retraktio, joten Sn−1 on joukon X retrakti.
Lause 2.25. Tuloavaruuden X × Y perusryhma¨ on isomorfinen avaruuksien X ja Y
perusryhmien suoran tulon kanssa, eli
pi(X × Y ) ∼= pi(X)× pi(Y ).
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Todistus. Todistus lo¨ytyy esimerkiksi teoksesta [8]. Ka¨yda¨a¨n la¨pi todistuksen rakenne ja
idea. Olkoon p : X × Y → X ja q : X × Y → Y tuloavaruuden projektioita. Kaikkien
tuloavaruuden X×Y polkujen α kohdalla merkita¨a¨n αX = p◦α ja αY = q ◦α. Todistusta
varten ta¨ytyy osoittaa seuraavat tuloavaruuden polkujen ominaisuudet:
1. Jos α ja β ovat tuloavaruuden X×Y polkuja, joille pa¨tee α(0) = β(0) ja α(1) = β(1),
niin pa¨tee α ∼ β jos ja vain jos pa¨tee αX ∼ βX ja αY ∼ βY .
2. Jos α ja β ovat tuloavaruuden X × Y polkuja, joille pa¨tee α(1) = β(0), ja lisa¨ksi
ϕ = αβ, niin ϕX = αXβX ja ϕY = αY βY , missa¨ ϕX = p ◦ ϕ ja ϕY = q ◦ ϕ.
Olkoon p∗ : pi(X × Y, (x0, y0))→ pi(X, x0) ja q∗ : pi(X × Y, (x0, y0))→ pi(Y, y0) projektioi-
den p ja q indusoimia homomorfismeja. Ominaisuudesta 1. seuraa, etta¨ kuvaus
[α] 7→ (p∗[α], q∗[α]) = ([p ◦ α], [q ◦ α]) = ([αX ], [αY ])
on bijektio joukolta pi(X×Y, (x0, y0)) joukolle pi(X, x0)×pi(Y, y0). Ominaisuudesta 2. taas
seuraa, etta¨ na¨in ma¨a¨ritelty kuvaus sa¨ilytta¨a¨ komposition. Siis ta¨ma¨ kuvaus ma¨a¨rittelee
ryhma¨isomorfismin ryhma¨lta¨ pi(X × Y, (x0, y0)) ryhma¨lle pi(X, x0)× pi(Y, y0), joten pa¨tee




Tarkastellaan esimerkkina¨ ympyra¨n perusryhma¨a¨ pi(S1). Ta¨ma¨n perusryhma¨n rakenne
on myo¨hemmin hyo¨dyllista¨ tuntea, kun tarkastelemme monimutkaisempien avaruuksien
perusryhmia¨. Ma¨a¨ritella¨a¨n todistusta varten ensin ka¨site peite ja esitella¨a¨n Lebesguen
peitelause. Sen ja¨lkeen esitella¨a¨n ka¨sitteet yhdesti yhtena¨inen, peitekuvaus ja nosto, ja
todistetaan lause, joka kertoo, milloin kuvaukselle on olemassa yksika¨sitteinen nosto. Lu-
vun todistukset mukailevat pa¨a¨osin teoksen [12] vastaavia todistuksia.
Ma¨a¨ritelma¨ 3.1. Olkoon A ⊂ X ja olkoon D kokoelma X:n osajoukkoja. Kokoelma D
on A:n peite, jos A ⊂ ∪D. Jos peitteen D ja¨senet ovat X:n avoimia joukkoja, peitetta¨ D
kutsutaan avoimeksi peitteeksi.
Lause 3.2. (Lebesguen peitelause) Olkoon (X, d) metrinen avaruus, A ⊂ X kompakti,
ja olkoon D A:n avoin peite. Ta¨llo¨in on olemassa sellainen λ > 0, etta¨ jos B ⊂ A ja
d(B) < λ, niin B ⊂ U jollakin U ∈ D.
Todistus. Todistus esimerkiksi teoksessa [11].
Lauseen 3.2 mukaista lukua λ kutsutaan Lebesguen luvuksi.
Ma¨a¨ritelma¨ 3.3. Avaruus X on yhdesti yhtena¨inen, jos X on polkuyhtena¨inen ja jos
pi(X) on triviaali ryhma¨ eli isomorfinen ryhma¨n (0,+) kanssa.
Ma¨a¨ritelma¨ 3.4. Kuvaus p : X → Y on peitekuvaus, jos se on surjektio ja jokaisella y ∈
Y on olemassa sellainen ympa¨risto¨ V , etta¨ V :n alkukuva p−1V voidaan lausua yhdisteena¨
erillisista¨, avoimista joukoista, joista jokaisen p kuvaa homeomorfisesti V :lle. Ta¨llo¨in V
on y:n peiteympa¨risto¨ p:n suhteen.
Ma¨a¨ritelma¨ 3.5. Olkoot X, Y ja Z topologisia avaruuksia ja kuvaukset g : X → Y ja
f : Z → Y jatkuvia. Jatkuva kuvaus f˜ : Z → X on f :n g-nosto, jos pa¨tee g ◦ f˜ = f .
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Lause 3.6. Olkoon p : X → Y peitekuvaus ja f : Z → Y jatkuva, x0 ∈ X, z0 ∈ Z ja
f(z0) = p(x0). Lisa¨ksi oletetaan, etta¨ jokin seuraavista ehdoista on voimassa:
1. Z on yhtena¨inen ja fZ sisa¨ltyy johonkin peiteympa¨risto¨o¨n, tai
2. Z = I ja z0 = 0, tai
3. Z = I × I ja z0 = (0, 0).
Ta¨llo¨in f :lla¨ on olemassa ta¨sma¨lleen yksi sellainen p-nosto f˜ : Z → X, jolla f˜(z0) = x0.
Todistus. Todistetaan ensin kohta 1. Olkoon V peiteympa¨risto¨, johon fZ sisa¨ltyy. Olkoon
p−1V = ∪
j∈J
Uj, missa¨ joukot Uj ovat avoimia, erillisia¨ ja kuvautuvat homeomorfisesti
V :lle. Koska pa¨tee p(x0) = f(x0) ∈ fZ ⊂ V , niin pa¨tee myo¨s x0 ∈ p−1V . Voidaan siis
valita k ∈ J , jolla x0 ∈ Uk. Koska p ma¨a¨rittelee homeomorfismin pk : Uk → V , voidaan
ma¨a¨ritella¨ jatkuva kuvaus f˜ : Z → X kaavalla f˜(z) = p−1k (f(z)), jolloin f˜ on vaadittu f :n
p-nosto.
Todistetaan viela¨ noston yksika¨sitteisyys. Oletetaan, etta¨ f ∗ : Z → X on jokin f :n
nosto, jolla f ∗(z0) = x0. Koska pf ∗Z = fZ ⊂ V , niin f ∗Z ⊂ p−1V . Lisa¨ksi x0 ∈ f ∗Z.
Jos p−1V 6= Uk, niin p−1V :lla¨ on separaatio p−1V = Uk|(p−1V \Uk), silla¨ p−1V on yhdiste
erillisista¨, avoimista joukoista Uj. Joukko f
∗Z on yhtena¨isen joukon kuvana yhtena¨inen,
joten koska x0 ∈ Uk, niin f ∗Z ⊂ Uk. Nyt kaikilla z ∈ Z pa¨tee
f ∗(z) = p−1k (pk(f
∗(z))) = p−1k (f(z)) = f˜(z),
joten f ∗ = f˜ .
Todistetaan seuraavaksi kohta 2. Olkoon f : I → Y , missa¨ I = [0, 1] on kompakti
metrinen avaruus. Joukot f−1V , missa¨ V ka¨y la¨pi kaikki p:n peiteympa¨risto¨t, muodostavat
I:n avoimen peitteen, joten ta¨lle peitteelle voidaan valita Lebesguen luku λ > 0. Jaetaan
I pisteiden 0 = a0 < a1 < ... < an = 1 avulla osava¨leihin ∆i = [ai−1, ai], joiden pituudet
ovat ai − ai−1 < λ. Ta¨llo¨in Lebesguen lauseen perusteella jokainen f∆i sisa¨ltyy johonkin
peiteympa¨risto¨o¨n. Kohdan 1. nojalla nyt on olemassa ta¨sma¨lleen yksi sellainen f |∆1:n
nosto f˜1, etta¨ f˜1(0) = x0. Merkita¨a¨n x1 = f˜1(a1). Ja¨lleen kohdan 1. nojalla on olemassa
ta¨sma¨lleen yksi sellainen f |∆2:n nosto f˜2, etta¨ f˜2(a1) = x1. Merkita¨a¨n nyt x2 = f˜2(a2).
Jatkamalla ta¨ta¨ prosessia saadaan konstruoitua kuvausten f |∆i yksika¨sitteiset nostot f˜i :
∆i → X, jotka yhdessa¨ muodostavat halutun yksika¨sitteisen noston f˜ : I → X.
Todistetaan viela¨ kohta 3. Valitaan edellisen kohdan tavoin peiteympa¨risto¨jen alkuku-
vien f−1V muodostamalle I×I:n peitteelle Lebesguen luku λ > 0. Jaetaan I×I vaaka- ja
pystysuorilla janoilla yhta¨suuriin suljettuihin nelio¨ihin Q1, ..., Qn, joille pa¨tee d(Qj) < λ.
Numeroidaan nelio¨t vasemmalta oikealle ja alhaalta ylo¨s. Merkita¨a¨n kunkin nelio¨n Qi
vasemmassa alakulmassa olevaa pistetta¨ zi:lla¨. Nyt z1 = (0, 0).
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Konstruoidaan induktiivisesti yksika¨sitteinen nosto f˜ . Kohdan 1. nojalla on olemassa
ta¨sma¨lleen yksi sellainen f |Q1:n nosto f˜1, jolla f˜1(z1) = x0. Merkita¨a¨n seuraavaksi Ak =
Q1 ∪ ... ∪ Qk ja oletetaan, etta¨ on olemassa ta¨sma¨lleen yksi sellainen f |Ak:n nosto f˜k :
Ak → X, jolla f˜k(z1) = x0. Merkita¨a¨n xk = f˜k(zk+1). Jos k < n, niin kohdan 1. nojalla on
olemassa ta¨sma¨lleen yksi sellainen f |Qk+1:n nosto f ∗k+1, etta¨ f ∗k+1(zk+1) = xk = f˜k(zk+1).
Joukko Ek = Ak ∩ Qk+1 on joko nelio¨n Qk+1 sivu tai kahden Qk+1:n vierekka¨isen si-
vun yhdiste, joten Ek on yhtena¨inen. Kohdan 1. nojalla on olemassa vain yksi kuvauksen
f |Ek:n nosto, jolla f |Ek(zk+1) = xk, joten pa¨tee f˜k|Ek = f ∗k+1|Ek. Siis nostot f˜k ja f ∗k+1
yhdessa¨ ma¨a¨ritteleva¨t kuvauksen f |Ak+1:n yksika¨sitteisen noston f˜k+1 : Ak+1 → X. In-
duktiota jatketaan arvoon n asti, silla¨ ta¨llo¨in ollaan ka¨yty la¨pi koko An = Q1 ∪ ...∪Qn =
I × I.
Seuraavaa lausetta varten oletetaan, etta¨ on olemassa peitekuvaus p : (X, x0) →
(Y, y0). Joukon Ω(Y, y0) alkiot ovat ma¨a¨ritelma¨n mukaan jatkuvia kuvauksia kantapistea-
varuudelta (I, 0) kantapisteavaruudelle (Y, y0). Siis jokaista α ∈ Ω(Y, y0) kohti on lauseen
3.6 perusteella olemassa sellainen p-nosto α˜, jolla α˜(0) = x0.
Lemma 3.7. Olkoon p : (X, x0)→ (Y, y0) peitekuvaus. Jos X on yhdesti yhtena¨inen, niin
kaavalla ϕ([α]) = α˜(1) ma¨a¨ritelty kuvaus ϕ : pi(Y, y0)→ p−1{y0} on bijektio.
Todistus. Varmistetaan ensin, etta¨ kaava ϕ([α]) = α˜(1) todella ma¨a¨rittelee kuvauksen.
Edella¨ on jo todettu, etta¨ nosto α˜ on olemassa kaikilla α ∈ Ω(Y, y0). Oletetaan, etta¨
[α] = [β] eli α ∼ β, ja osoitetaan, etta¨ α˜(1) = β˜(1).
Olkoon H : α ∼ β polkuhomotopia. Ta¨llo¨in H on jatkuva kuvaus joukolta I × I
joukolle Y ja H(0, 0) = α(0) = y0, joten lauseen 3.6 perusteella H:lla on yksika¨sitteinen
p-nosto H˜ : I × I → X, jolla H˜(0, 0) = x0. Koska H(s, 0) = α(s) ja H(s, 1) = β(s),
pa¨tee myo¨s H˜(s, 0) = α˜(s) ja H˜(s, 1) = β˜(s). Erityisesti nyt pa¨tee H˜(1, 0) = α˜(1) ja
H˜(1, 1) = β˜(1).
Koska H on polkuhomotopia, tiedeta¨a¨n, etta¨ H[{1}× I] = {α(1)} = {y0}. Siis nostol-
le H˜ pa¨tee H˜[{1} × I] ⊂ p−1{y0}. Koska p on peitekuvaus, joukolla y0 on ympa¨risto¨ V ,
jonka alkukuva p−1V voidaan ilmaista yhdisteena¨ erillisista¨, avoimista joukoista Uz, jotka
p kuvaa homeomorfisesti V :lle. Koska siis p:n rajoittuma joukoille Uz on bijektio, jokainen
z ∈ p−1{y} voi kuulua vain yhteen joukoista Uz. Siis joukko p−1{y0} on diskreetti. Toi-
saalta joukko {1}× I on yhtena¨inen, joten H˜[{1}× I] on myo¨s yhtena¨inen, ja koska ta¨ma¨
kuva on diskreetin avaruuden yhtena¨inen osajoukko, ta¨ytyy olla H˜|{1} × I = b jollakin
b ∈ X. Erityisesti pa¨tee
β˜(1) = H˜(1, 1) = H˜(1, 0) = α˜(1),
mika¨ piti todistaa.
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Osoitetaan seraavaksi, etta¨ kuvaus ϕ on surjektio. Olkoon x ∈ p−1{y0}. Koska X on
polkuyhtena¨inen, piste x0 voidaan yhdista¨a¨ pisteeseen x polulla β. Siis p(β(0)) = p(x0) =
y0 ja p(β(1)) = p(x) = y0. Voimme siis ma¨a¨ritella¨ polun α ∈ Ω(Y, y0) siten, etta¨ α = p◦β.
Nyt ma¨a¨ritelma¨n mukaan β on polun α p-nosto, jolloin ϕ([α]) = β(1) = x.
Viela¨ ta¨ytyy osoittaa, etta¨ kuvaus ϕ on injektio. Olkoot α, β ∈ Ω(Y, y0) sellaiset polut,
joilla ϕ([α]) = ϕ([β]) eli α˜(1) = β˜(1). Ma¨a¨ritella¨a¨n polku γ˜ = α˜β˜←. Koska α˜(0) = x0 ja
β˜(0) = x0, pa¨tee γ˜ ∈ Ω(X, x0). Koska X on yhdesti yhtena¨inen, niin pi(X, x0) on triviaali
ryhma¨, joten γ˜ ∼ ε. Ta¨sta¨ seuraa
β˜ ∼ εβ˜ ∼ γ˜β˜ ∼ α˜β˜←β˜ ∼ α˜,
joten β˜ ∼ α˜. Siis pa¨tee myo¨s p ◦ α˜ ∼ p ◦ β˜, eli α ∼ β, eli [α] = [β].
Lause 3.8. Ympyra¨n perusryhma¨ on isomorfinen kokonaislukujen ryhma¨n kanssa eli
pi(S1) ∼= (Z,+).
Todistus. Valitaan ympyra¨n kantapisteeksi y0 = e1 = (1, 0). Ma¨a¨ritella¨a¨n polku γ : I →
S1 kaavalla γ(s) = e2piis = (cos 2pis, sin 2pis). Koska γ(0) = γ(1) = (1, 0), pa¨tee γ ∈
Ω(S1, y0) ja [γ] ∈ pi(S1, y0). Ma¨a¨ritella¨a¨n seuraavaksi kuvaus ω : Z → pi(S1, y0) yhta¨lo¨lla¨
ω(n) = [γ]n. Kuvaukselle ω pa¨tee
ω(n+ k) = [γ](n+k) = [γ]n[γ]k = ω(n)ω(k)
kaikilla n, k ∈ Z, joten ω on homomorfismi. Lisa¨ksi pa¨tee ω(1) = [γ] ja ω(−1) = [γ]−1 =
[γ←].
Ma¨a¨ritella¨a¨n kuvaus p : (R, 0) → (S1, y0) kaavalla p(x) = e2piix = (cos 2pix, sin 2pix).
Osoitetaan seuraavaksi, etta¨ p on peitekuvaus. Olkoon y ∈ S1, jolloin y voidaan ilmaista
muodossa y = eiθ0 jollakin 0 ≤ θ0 < 2pi. Nyt alkukuvalle p−1{y} pa¨tee
p−1{y} = θ0
2pi
+ Z = { θ0
2pi
+ z : z ∈ Z}.
Valitaan pisteen y ympa¨risto¨ksi avoin puoliympyra¨ V = {eiθ : |θ − θ0| < pi/2}. Ta¨ma¨




















missa¨ joukot Un ovat erillisia¨, avoimia va¨leja¨, jotka p kuvaa homeomorfisesti joukolle V .
Siis mielivaltaiselle pisteelle y ∈ S1 lo¨ytyi haluttu peiteympa¨risto¨, joten p on peitekuvaus.
Avaruus R on polkuyhtena¨inen ja Rn:n konveksina osajoukkona sen ryhma¨ on triviaali.
Siis avaruus R on yhdesti yhtena¨inen. Siis lauseen 3.7 mukaan kuvaus ϕ : pi(R, 0) →
p−1{y0}, joka on ma¨a¨ritelty kaavalla ϕ([γ]) = γ˜(1), on bijektio.
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Haluamme osoittaa, etta¨ homomorfismi ω on isomorfismi. Riitta¨a¨ na¨ytta¨a¨, etta¨ ω on
bijektio. Ta¨ta¨ varten taas riitta¨a¨ na¨ytta¨a¨, etta¨ ϕ◦ω = id, silla¨ ta¨llo¨in ϕ−1 = ϕ−1◦ϕ◦ω = ω
ja ω on bijektion ka¨a¨nteiskuvauksena bijektio.




josta saadaan parametrin vaihdolla polku α ∈ Ω(S1, y0), α(s) = e2pinis. Siis ω(n) = [γ]n =
[α]. Ma¨a¨ritella¨a¨n kuvaus α˜ : I → R kaavalla α˜(s) = ns. Kaikilla s ∈ I pa¨tee p(α˜(s)) =
p(ns) = e2piins = α(s), joten α˜ on kuvauksen α p-nosto. Koska p on peitekuvaus, α on
kuvaus joukolta I ja y0 = (1, 0) = e
0 = α(0), nostolauseen 3.6 perusteella α˜ on ainoa
kuvauksen α p-nosto. Saadaan
ϕ(ω(n)) = ϕ([γ]n) = ϕ([α]) = α˜(1) = 1 · n = n.
Oletetaan seuraavaksi, etta¨ z ∈ Z ja z < 0, jolloin z = −k jollakin k ∈ N. Nyt luokalle
ω(z) pa¨tee
ω(z) = ω(−k) = ([γ←])k,
joten luokan ω(z) era¨s edustaja on polku β ∈ Ω(S1, y0), β(s) = e−2pikis = e2pizis. Yhta¨lo¨
ϕ(ω(z)) = z saadaan vastaavalla pa¨a¨ttelylla¨ kuin tapauksessa n ∈ N.
Luvulle 0 pa¨tee ω(0) = [γ]0 = [ε]. Ta¨ma¨n ekvivalenssiluokan era¨s edustaja on vakio-
polku ε. Ma¨a¨ritella¨a¨n kuvaus ε˜ : I → R kaavalla ε˜(s) = 0. Koska kaikilla s ∈ I pa¨tee
p(ε˜(s)) = p(0) = (1, 0) = ε(s), kuvaus ε˜ on kuvauksen ε p-nosto, ja nostolauseen perus-
teella muita nostoja ei ole. Ta¨sta¨ seuraa, etta¨ ϕ(ω(0)) = ε˜(1) = 0. Siis kaikilla z ∈ Z
pa¨tee ϕ(ω(z)) = z, joten ϕ ◦ ω = id, ja siten ω on bijektio.
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Luku 4
Vapaa ryhma¨ ja ryhma¨n esitys
Ennen van Kampenin lauseen todistusta ka¨yda¨a¨n la¨pi, miten ryhma¨ voidaan ilmaista vi-
ritta¨jien ja relaattoreiden avulla. Ta¨ta¨ varten ma¨a¨ritella¨a¨n ka¨sitteet sana, vapaa tulo ja va-
paa ryhma¨. Van Kampenin lauseen todistamiseen tarvitaan myo¨s joitakin ryhma¨teoriaan
ja vapaisiin tuloihin liittyvia¨ perustuloksia. Osa na¨ista¨ tuloksista ja¨teta¨a¨n ta¨ssa¨ tutkiel-
massa todistamatta, mutta niiden todistukset lo¨ytyva¨t esimerkiksi teoksesta [6], ellei muu-
ta la¨hdetta¨ ole mainittu.
Ma¨a¨ritelma¨ 4.1. Olkoon {Ga}a∈A kokoelma ryhmia¨. Sana kokoelmassa {Ga}a∈A on
a¨a¨rellinen jono alkioita, joista jokainen kuuluu johonkin kokoelman {Ga}a∈A ryhma¨a¨n.
Kertolaskun sanojen joukossa ma¨a¨ra¨a¨ kaava
(g1, ..., gm)(h1, ..., hl) = (g1, ..., gm, h1, ..., hl).
Seuraavat kaavat ma¨a¨ritteleva¨t reduktio-operaatiot sanojen joukossa:
1. (g1, ..., gi, gi+1, ..., gm) 7→ (g1, ..., gigi+1, ..., gm) jos gi, gi+1 ∈ Ga jollakin a ∈ A
2. Jokaisella a ∈ A ma¨a¨ritella¨a¨n (g1, ..., gi−1, 1a, gi+1, ...gm) 7→ (g1, ..., gi−1, gi+1, ..., gm)
Na¨iden operaatioiden ka¨a¨nteisoperaatiot taas ma¨a¨ritella¨a¨n seuraavilla kaavoilla:
1. (g1, ..., gigi+1, ..., gm) 7→ (g1, ..., gi, gi+1, ..., gm)
2. Jokaisella a ∈ A ma¨a¨ritella¨a¨n (g1, ..., gi, gi+1, ...gm) 7→ (g1, ..., gi, 1a, gi+1, ..., gm)
Sanat w ja w′ ovat relaatiossa w ∼ w′ jos ja vain jos sanasta w voidaan muodostaa sana
w′ a¨a¨rellisella¨ ma¨a¨ra¨lla¨ reduktio-operaatioita tai niiden ka¨a¨nteisoperaatioita.
Ma¨a¨ritelma¨ 4.2. Olkoon (Gn)
n
i=1, jollakin n ∈ N, a¨a¨rellinen kokoelma ryhmia¨. Ta¨ma¨n
kokoelman sanojen ekvivalenssiluokkien joukkoa kutsutaan vapaaksi tuloksi ja merkita¨a¨n
G1 ∗ ... ∗Gn.
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Lause 4.3. Vapaa tulo on ryhma¨, jonka laskutoimituksena toimii sanojen kertolaskusta
indusoitu kertolasku.
Todistus. Osoitetaan ensin, etta¨ relaatio ∼ todella ma¨a¨rittelee ekvivalenssirelaation sa-
nojen joukossa. Kaikilla sanoilla w pa¨tee selva¨sti w ∼ w. Jos sana w on saatu sanasta
v a¨a¨rellisella¨ ma¨a¨ra¨lla¨ reduktio-operaatioita, sanasta v saadaan sana w suorittamalla sa-
mojen operaatioiden ka¨a¨nteisoperaatiot ka¨a¨nteisessa¨ ja¨rjestyksessa¨. Siis kaikilla sanoilla
ehdosta v ∼ w seuraa w ∼ v. Oletetaan viela¨, etta¨ pa¨tee w ∼ v ja v ∼ v′, eli sanasta w
voidaan muodostaa sana v reduktio-operaatioilla r1, ..., rn ja sanasta v sana v
′ reduktio-
operaatioilla rn+1, ..., rk. Nyt sanasta w voidaan muodostaa sana v
′ reduktio-operaatioilla
r1, ..., rn, rn+1, ..., rk, joten kaikilla sanoilla w, v, v
′ ehdosta w ∼ v ja v ∼ v′ seuraa w ∼ v′.
Seuraavaksi tarkistetaan, etta¨ sanojen kertolasku sopii yhteen ekvivalenssirelaation
kanssa, eli kaikilla sanoilla v, v′, w, w′ ehdosta v ∼ v′ ja w ∼ w′ seuraa vw ∼ v′w′.
Todistetaan ta¨ma¨ induktiolla reduktio-operaatioiden ma¨a¨ra¨n suhteen. Oletetaan ensin,
etta¨ sana v′ on saatu sanasta v yhdella¨ reduktio-operaatiolla. Ta¨llo¨in selva¨sti vw ∼ v′w ja
wv ∼ wv′. Oletetaan seuraavaksi, etta¨ v′′ on saatu sanasta v n:lla¨ reduktio-operaatiolla ja
w′ saatu sanasta w k:lla reduktio-operaatiolla, ja oletetaan todistetuksi, etta¨ vw ∼ v′′w′
ja wv ∼ w′v′′. Olkoon v′ sana, joka saadaan yhdella¨ reduktio-operaatiolla sanasta v′′. Nyt
pa¨tee myo¨s vw ∼ v′w′ ja wv ∼ w′v′, joten va¨ite on todistettu.
Olkoon (g1, ..., gl), (h1, ..., hm) ja (k1, ..., kn) sanoja. Koska pa¨tee
(g1, ..., gl)((h1, ..., hm)(k1, ..., kn)) = (g1, ..., gl, h1, ..., hm, k1, ..., kn)
= ((g1, ..., gl)(h1, ..., hm))(k1, ..., kn),
sanojen kertolasku on liita¨nna¨inen laskutoimitus. Siten se on liita¨nna¨inen laskutoimitus
myo¨s ekvivalenssiluokkien joukossa. Kertolaskun neutraalialkio on tyhja¨ sana (), silla¨ kai-
kille sanoille (g1, ..., gm) pa¨tee
(g1, ..., gm)() = (g1, ..., gm) = ()(g1, ..., gm).
Osoitetaan viela¨, etta¨ sanan (g1, ..., gm) ka¨a¨nteisalkio on (g
−1
m , ..., g
−1
1 ). Ka¨ytta¨ma¨lla¨
sanojen kertolaskun ma¨a¨ritelma¨a¨ ja reduktio-operaatioita saadaan
(g1, ..., gm)(g
−1
m , ..., g
−1
1 ) = (g1, ..., gm, g
−1
m , ..., g1)
∼ (g1, ..., gm−1, gmg−1m , g−1m−1, ..., g−11 )
∼ (g1, ..., gm−1, g−1m−1, ..., g−11 ),
ja jatkamalla ta¨ta¨ prosessia saadaan
(g1, ..., gm)(g
−1
m , ..., g
−1
1 ) ∼ () ∼ (g−1m , ..., g−11 )(g1, ..., gm),
mika¨ pa¨a¨tta¨a¨ todistuksen.
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Ma¨a¨ritelma¨ 4.4. Sana g = (g1, ..., gm) on redusoitu, jos sita¨ ei voi lyhenta¨a¨ yhdella¨ka¨a¨n
reduktio-operaatiolla.
Lause 4.5. Jokaista vapaan tulon G1 ∗ ... ∗ Gn alkiota edustaa yksika¨sitteinen redusoitu
sana.
Todistus. Todistuksen helpompi puoli on osoittaa, etta¨ jokaista vapaan tulon alkiota
edustaa redusoitu sana: kunkin sanan kohdalla voidaan suorittaa niin monta reduktio-
operaatiota, etta¨ tuloksena on redusoitu sana. Ta¨ma¨n redusoidun sanan yksika¨sitteisyys
osoitetaan luomalla sellainen kuvaus sanojen ja redusoitujen sanojen joukkojen tulojou-
kolta redusoitujen sanojen joukolle, etta¨ jos pa¨tee w ∼ w′ ja v on redusoitu sana, tulojou-
kon alkiot (w, v) ja (w′, v) kuvautuvat samalle redusoidulle sanalle. Ta¨ma¨ todistus lo¨ytyy
teoksesta [6].
Jokaista ryhma¨a¨ Gj kohti voidaan ma¨a¨ritella¨ kanoninen kuvaus lj : Gj → G1 ∗ ...∗Gn,
joka kuvaa jokaisen g ∈ Gj sanan (g) ekvivalenssiluokalle. Koska kaikille g1, g2 ∈ Gj pa¨tee
(g1g2) ∼ (g1)(g2), kuvaus lj on homomorfismi. Se on myo¨s lauseen 4.5 nojalla injektio.
Sanan (g1, ..., gm), missa¨ gi ∈ Gj kaikilla 1 ≤ i ≤ m, ekvivalenssiluokka on alkion g1g2...gm
kuva homomorfismissa lj, joten myo¨hemmissa¨ todistuksissa ta¨ta¨ ekvivalenssiluokkaa mer-
kita¨a¨n yksinkertaisemmin g1g2...gm.
Seuraavan lauseen ma¨a¨rittelema¨a¨ ominaisuutta kutsutaan vapaan tulon karakteristi-
seksi ominaisuudeksi.
Lause 4.6. Kaikille ryhmille H ja homomorfismien ϕi : Gi → H kokoelmille, missa¨ Gi
on ryhma¨ kaikilla 1 ≤ i ≤ n jollakin n ∈ N, on olemassa yksika¨sitteinen homomorfismi
φ : G1 ∗ ... ∗Gn → H,
jolle pa¨tee kaikilla 1 ≤ i ≤ n
φ ◦ li = ϕi.
Ma¨a¨ritella¨a¨n seuraavaksi mielivaltaisen joukon S viritta¨ma¨ vapaa ryhma¨. Muodoste-
taan ensin jokaiselle alkiolle s ∈ S a¨a¨reto¨n syklinen ryhma¨ 〈s〉, joka ma¨a¨ritella¨a¨n joukkona
{s} ×Z yhdistettyna¨ laskutoimitukseen (s,m)(s, k) = (s, k +m). Kun samastetaan alkio
s alkion (s, 1) kanssa, voidaan merkita¨ (s,m) = sm. Siis 〈s〉 voidaan ajatella ryhma¨na¨,
jonka alkioita ovat s:n kokonaislukupotenssit ja laskutoimituksena jo ma¨a¨ritelty potens-
sien yhteenlasku eli kertolasku. Neutraalialkiona toimii alkio (s, 0) = 1 ja kunkin alkion
(s,m) = sm ka¨a¨nteisalkio on (s,−m) = s−m.
Ma¨a¨ritelma¨ 4.7. Joukon S viritta¨ma¨ vapaa ryhma¨ 〈S〉 on kaikkien joukon S alkoiden
viritta¨mien a¨a¨retto¨mien syklisten ryhmien vapaa tulo.
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Kuva 4.1: Kaavio lemman 4.12 kuvauksista.
Joukon ja sita¨ vastaavan vapaan ryhma¨n va¨lille voidaan ma¨a¨ritella¨ luonnollisella ta-
valla injektio
l : S ↪→ 〈S〉, α→ α ∈ 〈S〉.(4.8)
Vapaalla ryhma¨lla¨ on olemassa samantyyppinen karakteristinen ominaisuus kuin va-
paalla tulolla. Joissakin la¨hteissa¨ ta¨sta¨ ominaisuudesta ka¨yteta¨a¨n myo¨s nimitysta¨ univer-
saaliominaisuus.
Lause 4.9. Olkoon S joukko. Kaikille ryhmille H ja kuvauksille ϕ : S → H on olemassa
yksika¨sitteinen homomorfismi ϕ˜ : 〈S〉 → H, jolle pa¨tee
ϕ˜ ◦ l = ϕ.
Ma¨a¨ritelma¨ 4.10. Olkoon G ryhma¨. Osajoukon A ⊂ G normaali sulkeuma A on ryhma¨n
G pienin normaali aliryhma¨, joka sisa¨lta¨a¨ A:n.
Ma¨a¨ritelma¨ 4.11. Ryhma¨n esitys 〈S|R〉 on ja¨rjestetty pari (S,R), missa¨ S on mielival-
tainen joukko ja R on joukko vapaan ryhma¨n 〈S〉 alkioita. Joukon S alkioita kutsutaan
viritta¨jiksi ja joukon R alkioita relaattoreiksi. Ryhma¨n esitys ma¨a¨rittelee ryhma¨n seuraa-
vana tekija¨ryhma¨na¨:
〈S|R〉 = 〈S〉/R.
Jos G on ryhma¨ ja on olemassa isomorfismi 〈S|R〉 ∼= G, ryhma¨ 〈S|R〉 on ryhma¨n G esitys.
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Lemma 4.12. Oletetaan, etta¨ G1, G2, H1 ja H2 ovat ryhmia¨ ja f1 : G1 → H1 ja f2 :
G2 → H2 ryhma¨homomorfismeja. On olemassa yksika¨sitteinen homomorfismi f1 ∗ f2 :
G1 ∗G2 → H1 ∗H2, jolle pa¨tee kaikilla i = 1, 2
(f1 ∗ f2) ◦ li = l′i ◦ fi,
missa¨ kuvaukset li : Gi → G1 ∗G2 ja l′i : Hi → H1 ∗H2 ovat kanonisia injektioita.
Lisa¨ksi kuvauksen f1∗f2 ytimelle pa¨tee Ker (f1∗f2) = Im(j1∗j2), missa¨ j1 : Ker f1 ↪→
G1 ja j2 : Ker f2 ↪→ G2 ovat inkluusiokuvauksia.
Lisa¨ksi van Kampenin lauseen todistusta vasten tarvitaan seuraavan ryhmien ho-
momorfismeja koskevan lause, jonka todistus lo¨ytyy esimerkiksi teoksesta [5]. Lauseesta
ka¨yteta¨a¨n nimitysta¨ ensimma¨inen isomorfialause esimerkiksi teoksessa [6].
Lause 4.13. Olkoot G ja H ryhmia¨ ja f : G → H ryhma¨homomorfismi. Ta¨llo¨in K =
Ker f on G:n normaali aliryhma¨, ja f indusoi isomorfismin f∗ : G/K → Im f , jolle
f∗(gK) = f(g) kaikilla g ∈ G.
Jos kuvaus f : G → H on surjektio, pa¨tee Im f = H, jolloin lauseesta 4.13 seuraa,
etta¨ f indusoi isomorfismin f∗ : G/K → H. Lauseen 4.13 avulla voidaan lisa¨ksi todistaa
seuraava lause:
Lause 4.14. Olkoot G ja H ryhmia¨, f : G → H surjektiivinen ryhma¨homomorfismi ja




Van Kampenin lause auttaa ma¨a¨ritta¨ma¨a¨n perusryhmia¨ avaruuksille, jotka voidaan il-
maista yhdisteena¨ toisista, toivon mukaan paremmin tunnetuista avaruuksista. Lausetta
kutsutaan toisinaan myo¨s Seifertin–Van Kampenin lauseeksi, silla¨ H. Seifert ja E. Van
Kampen todistivat lauseen kumpikin itsena¨isesti [8]. Lauseesta on olemassa useita kes-
kena¨a¨n yhta¨pita¨va¨a¨ versioita ja niille useita todistuksia. Ta¨ssa¨ tutkielmassa esitetty to-
distus mukailee teoksen [6] vastaavaa todistusta.
Olkoon U, V ⊂ X topologisen avaruuden X avoimia osajoukkoja, joiden yhdiste on
X ja joiden leikkaus on epa¨tyhja¨, ja olkoon x0 ∈ U ∩ V avaruuksien U, V,X ja U ∩ V
perusryhmien yhteinen kantapiste. Ma¨a¨ritella¨a¨n seuraavat inkluusiokuvaukset:
iU : U ∩ V → U,
iV : U ∩ V → V,
jU : U → X ja
jV : V → X,
ja merkita¨a¨n niiden indusoimia homomorfismeja perusryhmien va¨lilla¨
i∗U : pi(U ∩ V )→ pi(U),
i∗V : pi(U ∩ V )→ pi(V ),
j∗U : pi(U)→ pi(X) ja
j∗V : pi(V )→ pi(X).
Olkoon lU : pi(U) ↪→ pi(U) ∗ pi(V ) ja lV : pi(V ) ↪→ pi(U) ∗ pi(V ) vapaaseen tuloon liittyvia¨
kanonisia injektioita. Lauseen 4.6 mukaan homomorfismit j∗U ja j
∗
V indusoivat sellaisen
homomorfismin φ : pi(U) ∗ pi(V )→ pi(X), etta¨ pa¨tee φ ◦ lV = j∗V ja φ ◦ lU = j∗U .
Ma¨a¨ritella¨a¨n viela¨ kuvaus F : pi(U ∩V )→ pi(U) ∗pi(V ) kaavalla F (γ) = (i∗Uγ)−1(i∗V γ).
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Kuva 5.1: Kaavio van Kampenin lauseen avaruuksista ja kuvauksista.
Lause 5.1. Olkoon X topologinen avaruus. Olkoot U, V ⊂ X avoimia joukkoja, joille
pa¨tee U ∪ V = X. Olkoot U, V ja U ∩ V epa¨tyhjia¨ ja polkuyhtena¨isia¨. Nyt pa¨tee
pi(X) ∼= pi(U) ∗ pi(V )/F (pi(U ∩ V )).
Todistus. Lauseen 4.13 perusteella riitta¨a¨ na¨ytta¨a¨, etta¨ kuvaus φ on surjektio, jolle pa¨tee
Ker φ = F (pi(U ∩ V )). Merkita¨a¨n N = F (pi(U ∩ V )) ja jaetaan todistus kolmeen osaan:
1. φ on surjektio,
2. N ⊂ Ker φ ja
3. Ker φ ⊂ N .
Ka¨yda¨a¨n aluksi la¨pi joitakin todistuksessa ka¨ytetta¨via¨ merkinto¨ja¨. Jos a ja b ovat polku-








b ja a ∼
X
b.
Merkita¨a¨n vastaavasti polkuhomotopialuokkia samojen avaruuksien suhteen
[a]U , [a]V , [a]U∩V ja [a]X .
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Tarkastellaan esimerkkina¨ polkua a joukossa U ∩ V . Inkluusioiden iU ja jU ma¨a¨ra¨a¨mia¨
indusoituja homomorfismeja voidaan merkita¨
i∗U([a]U∩V ) = [a]U ja j
∗
U([a]U) = [a]X .
Selvyyden vuoksi merkita¨a¨n polun ja polkuluokan kompositiota symbolilla · ja tuloa va-
paassa ryhma¨ssa¨ symbolilla ∗.
Todistetaan ensin, etta¨ φ on surjektio.
Olkoon a : I → X sellainen polku, jolle a(0) = a(1) = x0. Joukot a←U ja a←V
ovat avointen joukkojen alkukuvia jatkuvassa kuvauksessa ja siten avoimia. Lisa¨ksi pa¨tee
I ⊂ a←U ∪ a←V , joten kokoelma {a←U, a←V } on I:n avoin peite. Koska I on kompakti
metrinen avaruus, peitteeseen {a←U, a←V } voidaan soveltaa Lebesguen peitelausetta 3.2
ja valita niin suuri n ∈ N, etta¨ kaikilla va¨leilla¨ [(i − 1)/n, i/n], joilla 1 ≤ i ≤ n, pa¨tee
[(i − 1)/n, i/n] ⊂ a←U tai [(i − 1)/n, i/n] ⊂ a←V . Siis pa¨tee a[(i − 1)/n, i/n] ⊂ U tai
a[(i − 1)/n, i/n] ⊂ V . Merkita¨a¨n ai:lla¨ polkua, joka saadaan parametrin vaihdolla a:n
rajoittumasta va¨lilla¨ [(i − 1)/n, i/n]. Nyt polku a voidaan ilmaista polkujen ai avulla
muodossa
a = a1 · ... · an.
Konstruoidaan seuraavaksi polkujen ai avulla silmukat a˜i, joille a˜i(0) = a˜i(1) = x0.
Valitaan jokaista 1 ≤ i ≤ n − 1 kohti polku hi, jolle pa¨tee hi(0) = x0 ja hi(1) = a(i/n).
Jos a(i/n) ∈ U ∩ V , valitaan polku hi joukossa U ∩ V . Jos a(i/n) ∈ U ja a(i/n) /∈ V ,
valitaan polku joukossa U , ja vastaavasti, jos a(i/n) ∈ V ja a(i/n) /∈ U , valitaan polku
joukossa V . Koska U , V ja U ∩ V ovat oletuksen mukaan polkuyhtena¨isia¨, polku hi on
olemassa kaikilla 1 ≤ i ≤ n− 1. Ma¨a¨ritella¨a¨n lisa¨ksi polut h0 = ε ja hn = ε. Nyt kaikilla
1 ≤ i ≤ n voidaan ma¨a¨ritella¨ polut a˜i kaavalla
a˜i = hi−1 · ai · h←i .
Nyt pa¨tee a˜i(0) = hi−1(0) = x0 ja a˜i(1) = h←i (1) = x0. Lisa¨ksi jokaiselle 1 ≤ i ≤ n pa¨tee
joko a˜i[I] ⊂ U tai a˜i[I] ⊂ V . Polkujen a˜i ma¨a¨ritelma¨n nojalla pa¨tee
a˜1 · ... · a˜i = h0 · a1 · h←1 · h1 · a2 · ... · an · h←n
∼
X
ε · a1 · ε · a2 · ... · ε · an · ε
∼
X
a1 · ... · an
= a.
Siis ekvivalenssiluokille joukon X suhteen pa¨tee
[a]X = [a˜1 · ... · a˜n]X .
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Tarkastellaan seuraavaksi alkiota
γ = [a˜1]U ∗ [a˜2]V ∗ ... ∗ [a˜n]U ∈ pi(U) ∗ pi(V ),
missa¨ kunkin polun a˜i ekvivalenssiluokka valitaan U :n tai V :n suhteen sen mukaan, kumpi
joukoista sisa¨lta¨a¨ polun a˜i. Nyt alkiolle γ pa¨tee
φ(γ) = φ([a˜1]U ∗ [a˜2]V ∗ ... ∗ [a˜n]U)
= j∗U [a˜1]U · j∗V [a˜2]V · ... · j∗U [a˜n]U
= [a˜1]X · [a˜2]X · ... · [a˜n]X
= [a˜1 · ... · a˜n]X
= [a]X .
On siis olemassa γ ∈ pi(U) ∗ pi(V ), jolle pa¨tee φ(γ) = [a]X , joten φ on surjektio.
Osoitetaan seuraavaksi, etta¨ N ⊂ Ker φ.
Tiedeta¨a¨n, etta¨ Ker φ on normaali aliryhma¨, ja N = F (pi(U ∩ V )) on pienin normaali
aliryhma¨, johon F (pi(U ∩ V ) kuuluu. Siis riitta¨a¨ na¨ytta¨a¨, etta¨ F (pi(U ∩ V ) ⊂ Ker φ.
Olkoon [a]U∩V ∈ pi(U ∩ V ) mielivaltainen. Nyt pa¨tee
φ(F ([a]U∩V )) = φ((i∗U [a]U∩V )
−1 ∗ (i∗V [a]U∩V ))
= φ([a]−1U ∗ [a]V )
= φ([a←]U ∗ [a]V )
= [a←]X · [a]X = [a← · a]X = [ε]X ,
joten F ([a]U∩V ) ∈ Ker φ ja edelleen F (pi(U ∩ V )) ⊂ Ker φ.
Osoitetaan viela¨, etta¨ Ker φ ⊂ N .
Olkoon
γ = [a1]U ∗ [a2]V ∗ ... ∗ [ak]V ∈ pi(U) ∗ pi(V )
sellainen vapaan tulon alkio, jolla φ(γ) = [ε]X . Kunkin polun ai kohdalla valitaan siis
ekvivalenssiluokka U :n tai V :n suhteen sen mukaan, kumpi joukoista sisa¨lta¨a¨ polun ai.
Riitta¨a¨ na¨ytta¨a¨, etta¨ γ ∈ N . Vastaavalla pa¨a¨ttelylla¨ kuin kohdassa 1 saadaan, etta¨ φ(γ) =
[a1 · ... · ak]X , joten pa¨tee
[a1 · ... · ak]X = [ε]X
ja edelleen
a1 · ... · ak ∼
X
ε.
Olkoon H : I×I → X polkuhomotopia, joka yhdista¨a¨ polun a1 · ... ·ak polkuun ε joukossa
X. Joukot H←U ja H←V ovat avointen joukkojen alkukuvia jatkuvassa kuvauksessa ja
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siten avoimia. Lisa¨ksi pa¨tee I × I ⊂ H←U ∪ H←V , joten kokoelma {H←U,H←V } on
avaruuden I × I avoin peite. Koska I × I on kompakti metrinen avaruus, peitteeseen
{H←U,H←V } voidaan soveltaa Lebesguen peitelausetta ja valita niin suuri n ∈ N, etta¨
nelio¨t Sij = [(i−1)/n, i/n]× [(j−1)/n, j/n], missa¨ i, j = 1, ..., n, sisa¨ltyva¨t joko joukkoon
H←U tai H←V . Ta¨llo¨in H kuvaa nelio¨t Sij joko joukkoon U tai joukkoon V .
Otetaan todistusta varten ka¨ytto¨o¨n seuraavat merkinna¨t kaikilla i, j = 1, ..., n. Mer-
kita¨a¨n vij:lla¨ pisteen (i/n, j/n) kuvaa homotopiassa H. Merkita¨a¨n aij:lla¨ polkua, joka
saadaan uudelleenparametrisoimalla H:n kuvasta vaakasuoralta janalta [(i− 1)/n, i/n]×
{j/n}, ja vastaavasti bij:lla¨ polkua, joka saadaan uudelleenparametrisoimalla H:n kuvasta
pystysuoralta janalta {i/n} × [(j − 1)/n, j/n].
Polkuhomotopian ma¨a¨ritelma¨n nojalla pa¨tee H|[I × {0}] = a1 · ... · ak. Polku a1 · ... ·
ak on polkujen a1, ..., ak kompositio, joten polkukomposition ma¨a¨ritelma¨sta¨ seuraa, etta¨
kun valitaan n = 2p riitta¨va¨n suurella p ∈ N, kunkin polun a1, ..., ak pa¨a¨tepiste ta¨ssa¨
kompositiossa on pisteen (j/n, 0) kuva jollakin 1 ≤ j ≤ n. Ta¨llo¨in voidaan kirjoittaa
H|[I × {0}] ∼ a1 · ... · ak ∼ (a10 · ... · ap0) · ... · (ar0 · ... · an0).
Ta¨ma¨n perusteella γ voidaan kirjoittaa muodossa
γ = [a10 · ... · ap0]U ∗ ... ∗ [ar0 · ... · an0]V
= [a10]U ∗ ... ∗ [ap0]U ∗ ... ∗ [ar0]V ∗ ... ∗ [an0]V .
Kuten kohdassa 1, konstruoidaan seuraavaksi polkujen aij avulla silmukat a˜ij, joille
a˜ij(0) = a˜ij(1) = x0. Konstruoidaan samalla vastaavat silmukat myo¨s poluille bij. Valitaan
jokaista pistetta¨ vij kohti polku hij, jolle pa¨tee hij(0) = x0 ja hij(1) = vij. Jos vij ∈ U ∩V ,
valitaan polku hij joukossa U ∩ V , ja muuten joukossa U tai joukossa V . Jos erityisesti
vij = x0, valitaan hij = ε. Nyt kaikilla 1 ≤ i, j ≤ n voidaan ma¨a¨ritella¨ polut a˜ij ja b˜ij
kaavoilla
a˜ij = hi−1,j · aij · h←ij ja b˜ij = hi,j−1 · bij · h←ij .(5.2)
Jokainen na¨ista¨ poluista sijaitsee kokonaan joko joukossa U tai joukossa V . Siis alkio γ
voidaan ilmaista muodossa
γ = [a˜10]U ∗ ... ∗ [a˜n0]V .(5.3)
Koska N on normaalina sulkeumana normaali aliryhma¨, sen avulla voidaan konstruoi-
da tekija¨ryhma¨ (pi(U) ∗ pi(V ))/N . Merkita¨a¨n ekvivalenssirelaatiota ta¨ssa¨ tekija¨ryhma¨ssa¨
symbolilla ≈. Tarkoitus on osoittaa induktiolla, etta¨ kaikilla 0 ≤ k ≤ n pa¨tee
γ ≈ [a˜1k]U ∗ ... ∗ [a˜nk]V .(5.4)
30
Ta¨llo¨in pa¨tee myo¨s γ ≈ [a˜1n]U ∗ ... ∗ [a˜nn]V . Lisa¨ksi tiedeta¨a¨n, etta¨ H|[I ×{1}] = x0, joten
kaikilla 1 ≤ j ≤ n pa¨tee
a˜jn = ε · ε · ε = ε.
Siis pa¨tee
γ ≈ [a˜1n]U ∗ ... ∗ [a˜nn]V = 1,
missa¨ 1 on vapaan ryhma¨n pi(U) ∗pi(V ) neutraalialkio. Koska N on aliryhma¨, niin 1 ∈ N .
Ta¨sta¨ seuraa, etta¨ pa¨tee γ ∈ N ja edelleen Ker φ ⊂ N .
Osoitetaan induktiotodistusta varten viela¨ pieni aputulos: jos a on silmukka joukossa
U ∩ V , vapaan tulon alkiot [a]U ja [a]V ovat N :n suhteen samassa sivuluokassa eli [a]U ≈
[a]V , silla¨
[a]V ∗N = [a]U ∗ [a]−1U ∗ [a]V ∗N = [a]U ∗ F ([a]U∩V )︸ ︷︷ ︸
∈N
∗N = [a]U ∗N.
Oletetaan lisa¨ksi, etta¨ x, y ∈ pi(U) ∗ pi(V ). Koska N on normaali aliryhma¨, nyt pa¨tee
x ∗ [a]U ∗ y ∗N = x ∗ [a]U ∗N ∗ y = x ∗ [a]V ∗N ∗ y = x ∗ [a]V ∗ y ∗N.
Siis pa¨tee
x ∗ [a]U ∗ y ≈ x ∗ [a]V ∗ y.
Aloitetaan nyt induktiotodistus. Kaavan (5.3) perusteella va¨ite pa¨tee, kun k = 0.
Oletetaan, etta¨ j − 1 ∈ N ja va¨ite eli kaava (5.4) pa¨tee, kun k = j − 1, ja osoitetaan,
etta¨ va¨ite pa¨tee, kun k = j. Tarkastellaan mielivaltaista nelio¨ta¨ Sij, ja oletetaan, etta¨
H kuvaa nelio¨n Sij joukkoon V (tapaus U ka¨sitelta¨isiin samalla tavalla). Homotopia H
kuvaa nelio¨n Sij alareunan polulle ai,j−1, yla¨reunan polulle aij, vasemman sivun polulle
bi−1,j ja oikean sivun polulle bij. Siis uudelleenparametrisoimalla saadaan rajoittumasta
H|Sij kuvaus F : I × I → X, jolle
F (s, 0) = ai,j−1(s), F (1, t) = bij(t), F (0, t) = bi−1,j(t) ja F (s, 1) = aij(s).
Lemman 2.12 perusteella pa¨tee bi−1,j · aij ∼
V
ai,j−1 · bij, mista¨ seuraa
ai,j−1 ∼
V
bi−1,j · aij · b←ij .(5.5)
Konstruoidaan silmukat a˜i,j−1, a˜ij, b˜i−1,j ja b˜←ij kuten kaavassa (5.2). Na¨iden silmukoiden
ma¨a¨ritelmien ja edellisen homotopian perusteella saadaan
a˜i,j−1 = hi−1,j−1 · ai,j−1 · h←i,j−1
∼
V
hi−1,j−1 · bi−1,j · aij · b←ij · h←i,j−1
∼
V
hi−1,j−1 · bi−1,j · h←i−1,j︸ ︷︷ ︸ ·hi−1,j · aij · h←ij︸ ︷︷ ︸ ·hij · b←ij · h←i,j−1︸ ︷︷ ︸
∼
V
b˜i−1,j · a˜ij · b˜←ij
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ja edelleen
[a˜i,j−1]V = [b˜i−1,j]V ∗ [a˜ij]V ∗ [b˜ij]−1V .(5.6)
Palataan induktio-oletukseen, eli kaavaan (5.4) arvolla k = j − 1. Jokaisen tekija¨n
[a˜i,j−1]U kohdalla tarkastellaan H:n kuvaa nelio¨sta¨ Sij. Jos ta¨ma¨ nelio¨ kuvautuu joukkoon
U , jatketaan seuraavaan tekija¨a¨n. Jos taas nelio¨ kuvautuu joukkoon V , tiedeta¨a¨n, etta¨
polku a˜i,j−1 kuvautuu joukon U lisa¨ksi joukkoon V , joten voimme vaihtaa tekija¨n [a˜i,j−1]U
tekija¨a¨n [a˜i,j−1]V . Tehda¨a¨n vastaavat vaihdokset myo¨s niiden tekijo¨iden [a˜i,j−1]V kohdalla,
joilla H kuvaa nelio¨n Sij joukkoon U . Na¨iden muutosten ja¨lkeen, kaavan 5.6 mukaisesti,
voidaan korvata jokainen tekija¨ [a˜i,j−1]V tekija¨lla¨ [b˜i−1,j]V ∗ [a˜ij]V ∗ [b˜ij]−1V ja vastaavasti
jokainen tekija¨ [a˜i,j−1]U tekija¨lla¨ [b˜i−1,j]U ∗ [a˜ij]U ∗ [b˜ij]−1U . Siis saadaan
γ ≈ [a˜1,j−1]U ∗ ... ∗ [a˜n,j−1]V
≈ [b˜0,j]V ∗ [a˜1j]V ∗ [b˜1j]−1V ∗ [b˜1j]U ∗ [a˜2j]U ∗ ... ∗ [b˜n−1,j]U ∗ [a˜nj]U ∗ [b˜nj]−1U ,
missa¨ homotopialuokat on valittu joukkojen U tai V suhteen edella¨ kuvatun prosessin
mukaisesti. Mika¨li tulossa esiintyy molemmat homotopialuokat [b˜ij]V ja [b˜ij]U , korvataan
toinen na¨ista¨ toisella. Jokainen tekija¨ [b˜ij]
−1
U ∗ [b˜ij]U ja [b˜ij]−1V ∗ [b˜ij]V voidaan korvata neut-
raalialkiolla 1. Samoin, koska b0j ja bnj ja siten myo¨s silmukat b˜0j ja b˜nj ovat vakiopolkuja,
ne voidaan korvata tekija¨lla¨ 1. Saadaan
γ ≈ 1 ∗ [a˜1j]V ∗ 1 ∗ ... ∗ 1 ∗ [a˜nj]U ∗ 1
≈ [a˜1j]V ∗ ... ∗ [a˜nj]U ,
mika¨ pa¨a¨tta¨a¨ induktiotodistuksen.
Van Kampenin lauseen avulla voidaan johtaa avaruuksien U , V ja U∩V perusryhmien
esityksista¨ esitys avaruuden X perusryhma¨lle. Ta¨ma¨ muoto van Kampenin lauseesta on
usein ka¨yta¨nno¨ssa¨ edellista¨ muotoa hyo¨dyllisempi, ja ka¨yta¨mme ta¨ta¨ muotoa myo¨hemmin
luvussa 7.
Lause 5.7. Olkoon X topologinen avaruus. Olkoot U, V ⊂ X avoimia joukkoja, joille
pa¨tee U ∪ V = X. Olkoot U ∩ V , U ja V epa¨tyhjia¨ ja polkuyhtena¨isia¨. Oletetaan, etta¨
na¨iden avaruuksien perusryhmilla¨ on olemassa seuraavat esitykset:
pi(U) ∼= 〈x1, x2, ..., xm|r1, r2, ..., rm′〉,
pi(V ) ∼= 〈y1, y2, ..., yn|s1, s2, ..., sn′〉 ja
pi(U ∩ V ) ∼= 〈z1, z2, ..., zk|t1, t2, ..., tk′〉
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Nyt avaruuden X perusryhma¨lla¨ on olemassa esitys
pi(X) ∼= 〈x1, ..., xm, y1, ..., yn|r1, ..., rm′ , s1, ..., sn′ , u−11 v1, ..., u−1k vk〉,
missa¨ jokaisella a = 1, ..., k, alkio ua on kuva i
∗
U(za) ∈ pi(U) ilmaistuna viritta¨jien
{x1, ...xm} avulla, ja vastaavasti va on i∗V (za) ∈ pi(V ) ilmaistuna viritta¨jien {y1, ..., yn}
avulla.
Toisin sanoen avaruuden X perusryhma¨lla¨ on viritta¨jina¨a¨n avaruuksien U ja V vi-
ritta¨ja¨t. Avaruuden X perusryhma¨n relaatioita ovat kaikki avaruuksien U ja V relaa-
tiot. Lisa¨ksi jokaista perusryhma¨n pi(U ∩ V ) viritta¨ja¨a¨ zj kohtaan perusryhma¨a¨n pi(X)
lisa¨ta¨a¨n relaatio, joka sanoo, etta¨ viritta¨ja¨n zj kuvien indusoiduissa homomorfismeissa
i∗U : pi(U ∩ V )→ pi(U) ja i∗V : pi(U ∩ V )→ pi(V ) ta¨ytyy olla samat.
Todistus. Ma¨a¨ritella¨a¨n todistusta varten aluksi seuraavat ryhma¨t ja joukot:
A = 〈x1, ...xm〉,
B = 〈y1, ..., yn〉,
R = {r1, ...rm′} ⊂ A,
S = {s1, ...sn′} ⊂ B ja
G = {u−11 v1, ..., u−1k vk} ⊂ A ∗B
Ta¨ssa¨ A ja B ovat siis pi(U):n ja pi(V ):n viritta¨jien ma¨a¨ra¨a¨mia¨ vapaita ryhma¨. Esityk-
sen ma¨a¨ritelma¨n ja lauseen oletusten nojalla nyt on olemassa esitykset pi(U) ∼= A/R ja
pi(V ) ∼= B/S. Siis kaavion 5.1 mukainen kuvaus φ : pi(U) ∗ pi(V ) → pi(X) voidaan tulki-
ta homomorfismina ryhma¨lta¨ (A/R) ∗ (B/S) ryhma¨lle pi(X). Lemman 4.12 mukaan on
olemassa projektioiden A→ A/R ja B → B/S indusoima yksika¨sitteinen homomorfismi
ryhma¨lta¨ A ∗B ryhma¨lle (A/R) ∗ (B/S). Merkita¨a¨n ta¨ta¨ kuvausta symbolilla θ.
Van Kampenin lauseen mukaan kuvaus φ on surjektio ja sen ydin on F (pi(U ∩ V )).
Osoitetaan seuraavaksi, etta¨ θ(G) = F (pi(U ∩ V )). Osoitetaan ensin inkluusio θ(G) ⊂
F (pi(U ∩ V )). Olkoon g ∈ G, jolloin θ(g) on jollakin z ∈ {z1, ..., zk} alkion (i∗Uz)−1(i∗V z)
ekvivalenssiluokka joukossa (A/R)∗(B/S) ∼= pi(U)∗pi(V ). Koska pa¨tee F (z) = (i∗Uz)−1(i∗V z)
kaikilla z ∈ pi(U ∩ V ), pa¨tee θ(g) = F (z) ja edelleen θ(G) ⊂ F (pi(U ∩ V )). Nyt normaalin
sulkeuman ma¨a¨ritelma¨n perusteella pa¨tee θ(G) ⊂ F (pi(U ∩ V )).
Osoitetaan seuraavaksi inkluusio toiseen suuntaan eli F (pi(U ∩ V )) ⊂ θ(G).Olkoon b ∈
F (pi(U ∩ V )), jolloin b = (i∗Uz)−1(i∗V z) jollakin z ∈ pi(U ∩ V ). Tarkastellaan tekija¨ryhma¨a¨
((A/R) ∗ (B/S))/θ(G).
Joukon G ma¨a¨ritelma¨n nojalla kaikilla i = 1, ..., k pa¨tee θ(u−1i vi) ∈ 1, missa¨ 1 on kyseisen
tekija¨ryhma¨n neutraalialkio. Siis ui ja vi kuvautuvat tekija¨ryhma¨ssa¨ samalle alkiolle. Tar-
kastellaan mielivaltaista γ ∈ pi(U ∩ V ) ja ilmaistaan se sanana viritta¨jien z1, ..., zk avulla.
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Nyt kuvat i∗Uγ ja i
∗
V γ voidaan ilmaista samana sanana lukuun ottamatta sita¨, etta¨ kukin
zi on kuvassa i
∗
Uγ korvattu ilmaisulla ui ja vastaavasti kuvassa i
∗
V γ korvattu ilmaisulla vi.
Siis i∗Uγ ja i
∗
V γ kuvautuvat tekija¨ryhma¨ssa¨ samalle alkiolle, mika¨ tarkoittaa, etta¨ pa¨tee
(i∗Uγ)
−1(i∗V γ) ∈ θ(G). Ta¨ma¨n perusteella F (pi(U∩V )) ⊂ θ(G), joten normaalin sulkeuman
ma¨a¨ritelma¨n perusteella F (pi(U ∩ V )) ⊂ θ(G).
Koska van Kampenin lauseen mukaan φ on surjektio ja θ on ma¨a¨ritelma¨nsa¨ perusteella
selva¨sti surjektio, myo¨s yhdistetty kuvaus φ ◦ θ on surjektio. Osoitetaan seuraavaksi, etta¨
ta¨ma¨n yhdistetyn kuvauksen ydin on ta¨sma¨lleen R ∪ S ∪G.
Osoitetaan ensin inkluusio toiseen suuntaan, eli R ∪ S ∪G ⊂ Ker (φ ◦ θ). Koska θ on
projektioiden A → A/R ja B → B/S indusoima homomorfismi, kuvaus θ kuvaa kaikki
r ∈ R ja s ∈ S ryhma¨n (A/R)∗ (B/S) neutraalialkiolle. Lisa¨ksi φ on homomorfismi, joten
se kuvaa netraalialkion neutraalialkiolle. Siis pa¨tee φ(θ(r)) = φ(θ(s)) = [ε] kaikilla r ∈ R
ja s ∈ S, joten pa¨tee S,R ⊂ Ker (φ ◦ θ). Edella¨ on osoitettu, etta¨ θ(G) ⊂ F (pi(U ∩V )), ja
koska lisa¨ksi van Kampenin lauseen mukaan Ker φ = F (pi(U ∩ V )), pa¨tee θ(G) ⊂ Ker φ
ja edelleen G ⊂ Ker (φ◦θ). Siis pa¨tee R∪S∪G ⊂ Ker (φ◦θ). Lauseesta 4.13 seuraa, etta¨
Ker (φ ◦ θ) on ryhma¨n pi(X) normaali aliryhma¨, joten normaalin sulkeuman ma¨a¨ritelma¨n
mukaan pa¨tee R ∪ S ∪G ⊂ Ker (φ ◦ θ).
Osoitetaan viela¨ inkluusio toiseen suuntaan, eli Ker (φ ◦ θ) ⊂ R ∪ S ∪G. Oletetaan,
etta¨ alkiolle w ∈ A ∗ B pa¨tee (φ ◦ θ)(w) ∈ Ker (φ ◦ θ). Siis pa¨tee θ(w) ∈ Ker φ. Van
Kampenin lauseen mukaan Ker φ = F (pi(U ∩ V )) ja aiemmin osoittamamme perusteella
F (pi(U ∩ V )) = θ(G), joten pa¨tee θ(w) ∈ θ(G). Lisa¨ksi, koska θ on surjektiivinen ho-
momorfismi ja G on ma¨a¨ritelma¨n mukaan normaali, lauseen 4.14 mukaan kuva θ(G) on
normaali aliryhma¨, ja edelleen θ(G) ⊂ θ(G). Siis pa¨tee θ(w) ∈ θ(G), eli toisin sanoen
θ(w) = θ(g) jollakin g ∈ G. Ta¨sta¨ seuraa, etta¨ θ(wg−1) = 1 eli wg−1 ∈ Ker θ. Koska
projektion A → A/R ydin on R ja projektion B → B/S ydin on S, lauseen 4.12 perus-
teella pa¨tee Ker θ = R ∗ S ⊂ A ∗ B. Siis wg−1 = h jollakin h ∈ R ∗ S, joten alkiolle w
pa¨tee w = hg, missa¨ h ∈ R ∗ S ja g ∈ G. Koska pa¨tee R ∗ S,G ⊂ R ∪ S ∪G, pa¨tee myo¨s
w ∈ R ∪ S ∪G. Siis pa¨tee Ker (φ ◦ θ) ∈ R ∪ S ∪G.
Olemme nyt osoittaneet, etta¨ surjektiivisen homomorfismin θ◦φ ytimelle pa¨tee Ker (θ◦
φ) = R ∪ S ∪G, joten lauseen 4.13 perusteella on olemassa indusoitu homomorfismi
(θ ◦ φ)∗ : (A ∗B)/R ∪ S ∪G→ Im(θ ◦ φ) = pi(X).
Ryhma¨n esityksen ja ryhmien A ja B ma¨a¨ritelmien perusteella
(A ∗B)/R ∪ S ∪G = 〈A ∪B〉/R ∪ S ∪G
= 〈x1, ..., xm, y1, ..., yn|R ∪ S ∪G〉,
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joten saamme ryhma¨lle pi(X) esityksen
pi(X) ∼= 〈x1, ..., xm, y1, ..., yn|R ∪ S ∪G〉




Solmu ma¨a¨ritella¨a¨n ta¨ssa¨ luvussa avaruuden R3 osajoukkona. Vaihtoehtoisesti solmun voi
ma¨a¨ritella¨ upotuksena K : S1 → R3 tai K : S1 → S3. Na¨iden ma¨a¨ritelmien va¨liset erot
eiva¨t na¨y solmujen teoriassa. Monet muutkin solmuteorian ka¨sitteet voidaan ma¨a¨ritella¨
useammalla eri tavalla, ja olen valinnut ta¨ha¨n tutkielmaan sellaiset ma¨a¨ritelma¨t, jotka
johdattelevat parhaiten luvun 7 esimerkkeihin. Ta¨ma¨ luku perustuu teoksiin [7], [10] ja
[1].
Ma¨a¨ritelma¨ 6.1. Joukko K ⊂ R3 on solmu, jos pa¨tee K ≈ S1.
Usein oletetaan, etta¨ solmu on paloittain lineaarinen. Ta¨ma¨ tarkoittaa, etta¨ solmu
koostuu a¨a¨rellisesta¨ ma¨a¨ra¨sta¨ lineaarisia segmentteja¨. Esimerkiksi teoksessa [7] Lickorish
ma¨a¨rittelee solmun paloittain lineaarisena, yksinkertaisena, suljettuna ka¨yra¨na¨. Kuitenkin
ka¨yta¨nno¨ssa¨ voidaan olettaa, etta¨ lineaarisia osia on niin monta, etta¨ solmu vaikuttaa
tasaisen kaarevalta.
Paloittain lineaarisuuden vaatimus pita¨a¨ huolta siita¨, ettei solmussa voi olla a¨a¨reto¨nta¨
Kuva 6.1: Esimerkki villista¨ solmusta. La¨hde: com-
mons.wikimedia.org/wiki/File:Wild knot.svg, 29.1.2016
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ma¨a¨ra¨a¨ kiertymia¨, eli etta¨ solmu on kesy. Suurin osa solmuteorian lauseista pa¨tee vain
kesyille solmuille. Kesyys ei kuitenkaan vaadi paloittain lineaarisuutta, silla¨ myo¨s esimer-
kiksi silea¨t solmut ovat kesyja¨. Kesyys voidaan ma¨a¨ritella¨ myo¨s siten, etta¨ kesy solmu
on ekvivalentti jonkin paloittain lineaarisen, yksinkertaisen, suljetun ka¨yra¨n kanssa [10].
Kuvassa 6.1 on esimerkki villista¨ eli ei-kesysta¨ solmusta.
Ma¨a¨ritelma¨ 6.2. Solmut K ja K ′ ovat ekvivalentit, jos on olemassa sellainen homeo-
morfismi f : R3 → R3, etta¨ fK = K ′.
Monissa solmuteorioissa vaaditaan, etta¨ f on lisa¨ksi suunnansa¨ilytta¨va¨. Paloittain li-
neaaristen solmujen kohdalla solmujen ekvivalenssi ma¨a¨ritella¨a¨n silloin seuraavasti, kuten
esimerkiksi teoksessa [7].
Ma¨a¨ritelma¨ 6.3. SolmutK jaK ′ ovat ekvivalentit, jos on on olemassa sellaiset kuvaukset
h : R3 → R3 ja H : R3 × I → R3, etta¨
h(K) = K ′
H(x, 0) = x kaikilla x ∈ R3
H(x, 1) = h(x) kaikilla x ∈ R3
ja kuvaus (x, t) → (H(x, t), t) on paloittain lineaarinen homeomorfismi joukolta R3 × I
sille itselleen.
Jos solmu on suunnistettu, sille voidaan ma¨a¨ritella¨ ka¨a¨nteissolmu, joka saadaan al-
kupera¨isesta¨ solmusta ka¨a¨nta¨ma¨lla¨ sen suunta toiseksi. Solmu ja sen ka¨a¨nteissolmu ovat
siis toistensa peilikuvia. Ta¨ssa¨ tutkielmassa jatkossa oletetaan, etta¨ solmut ovat kesyja¨ ja
suuntaamattomia.
Esimerkki 6.4. Yksinkertaisin solmu on niin kutsuttu triviaali solmu tai epa¨solmu.
Ta¨ma¨n solmun voi ma¨a¨ritella¨ esimerkiksi inkluusion i : S1 → R3 kuvana.
Seuraava solmutyyppi perustuu toruksen muotoon. Ta¨ssa¨ tutkielmassa toruksella tar-
koitetaan avaruuden R3 tai S3 osajoukkoa, joka on homeomorfinen kahden ympyra¨n tulon
S1 × S1 kanssa. Kiintea¨lla¨ toruksella taas tarkoitetaan joukkoa, joka on homeomorfinen
ympyra¨n ja kiekon tulon S1 ×D kanssa, missa¨ D = {x ∈ R2 : |x| ≤ 1}.
Esimerkki 6.5. Torussolmu Kp,q on solmu, joka kiertyy kiintea¨n toruksen T ympa¨rille
p kertaa pitkitta¨iseen suuntaan ja q kertaa poikittaiseen suuntaan. Torussolmu on mie-
leka¨sta¨ ma¨a¨ritella¨ vain silloin, kun p, q > 1 ja lukujen p ja q suurin yhteinen tekija¨ on 1.
Torussolmun voi parametrisoida esimerkiksi seuraavalla tavalla: solmu koostuu pisteista¨
(x1, x2, x3) ∈ R3,
x1 = r cos(pθ), x2 = r sin(pθ) ja x3 = − sin(qθ),
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Kuva 6.2: Torussolmu K3,8. La¨hde: https://en.wikipedia.org/wiki/File:TorusKnot-3-
8.png, 29.1.2016
missa¨ r = cos(qθ) + 2 ja 0 ≤ θ < 2pi. Ta¨ma¨n tutkielman lauseissa ja esimerkeissa¨ para-
metrisointia ei kuitenkaan ka¨yteta¨.
Yksinkertaisin torussolmu on apilasolmu eli K2,3. Ta¨ma¨ solmu on samalla yksinkertai-
sin ei-triviaali solmu. Kuva 6.2 esitta¨a¨ torussolmua K3,8 ja kuva 6.3 apilasolmua.
Solmuteorian keskeinen kysymys on, miten kaksi eri solmua voidaan erottaa toisistaan.
Solmuinvariantit ovat osittaisia vastauksia ta¨ha¨n kysymykseen.
Ma¨a¨ritelma¨ 6.6. Olkoon K kaikkien solmujen joukko. Funktio F : K → A on solmuin-
variantti, jos kaikille solmuille K ja K ′ pa¨tee, etta¨ jos K ja K ′ ovat ekvivalentit, niin
F (K) = F (K ′).
Invariantti F on ta¨ydellinen, jos kaikilla solmuilla K, K ′ ehdosta F (K) = F (K ′) seu-
raa, etta¨ solmut K ja K ′ ovat ekvivalentteja. Muussa tapauksessa invariantti on osittai-
nen. Koska la¨hes kaikki invariantit ovat osittaisia, ne ta¨ydenta¨va¨t toisiaan: solmut, jotka
eroavat toisistaan yhden invariantin perusteella, eiva¨t va¨ltta¨ma¨tta¨ eroa toisistaan jonkin
toisen invariantin perusteella.
Monet invariantit perustuvat solmukaavioon. Ta¨llaisessa kaaviossa solmu on projisoitu
tasolle. Niissa¨ tason pisteissa¨, joihin projisoituu kaksi solmun pistetta¨, solmukaavioon
merkita¨a¨n, kumpi na¨ista¨ solmun pisteista¨ on eta¨isyydelta¨a¨n kauempana tasosta. Ta¨llaisia
solmukaavion kohtia kutsutaan ylityskohdiksi. Kuvassa 1.1 on solmukaaviot kaikista niista¨
solmuista, joissa on korkeintaan seitsema¨n ylityskohtaa.
Kaikista sileista¨ solmuista on mahdollista piirta¨a¨ solmukaavio. Ta¨sta¨ syysta¨ solmuja
on topologisen ma¨a¨ritelma¨n ja¨lkeen mahdollista la¨hestya¨ myo¨s puhtaan kombinatorisesti,
ka¨ytta¨ma¨tta¨ topologista ka¨sitteisto¨a¨.
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Solmujen ryhma¨ on era¨s solmuteorian perustavimmista tavoista tutkia ja erotella solmuja.
Solmun ryhma¨ toimii solmuinvarianttina: jos kahdella solmulla on eri ryhma¨, niin solmut
eiva¨t ole ekvivalentit.
Ma¨a¨ritelma¨ 7.1. Solmun K ryhma¨ on sen komplementin perusryhma¨ eli pi(R3 \K).
Ta¨ssa¨ luvussa osoitan, etta¨ triviaalin solmun ryhma¨ on a¨a¨reto¨n syklinen ryhma¨. Geo-
metrisesti tulkittuna triviaalin solmun ja sen komplementin perusryhmissa¨ on kyse siita¨,
montako kertaa solmu tekee kiepin solmun myo¨ta¨isesti tai solmun la¨pi. Ta¨ma¨n ja¨lkeen
johdan van Kampenin lauseen avulla esityksen torussolmun ryhma¨lle. Na¨ma¨ todistukset
mukailevat teoksen [8] vastaavia todistuksia, mutta myo¨s teoksen [4] la¨hestymistapaa on
sovellettu joihinkin yksityiskohtiin.
Usein solmun ryhma¨ on helpompi ma¨a¨ritta¨a¨ hieman isommassa avaruudessa kuin R3.
Ta¨ssa¨ tutkielmassa ma¨a¨rita¨n solmujen ryhma¨t avaruudessa S3 = {x ∈ R4 : |x| = 1} ja ole-
tan tunnetuksi, etta¨ avaruus S3 on homeomorfinen avaruuden R3 yhden pisteen kompak-
tisoinnin kanssa. Osoitan siis ensin van Kampenin lauseen avulla, etta¨ ta¨ma¨ ka¨sitelta¨va¨n
avaruuden laajentaminen ei muuta solmun ryhma¨a¨. Ta¨ta¨ varten tarvitsen tietoa pallon
S2 perusryhma¨sta¨.
Lause 7.2. Pallon S2 perusryhma¨ on triviaali.
Todistus. Olkoon U = S2 \ (1, 0, 0) ja V = S2 \ (−1, 0, 0). Nyt voimme ilmaista pallon S2
yhdisteena¨ S2 = U ∪ V . Lisa¨ksi avaruudet U , V ja U ∩ V = S2 \ ((1, 0, 0) ∪ (−1, 0, 0))
ovat epa¨tyhjia¨, avoimia ja polkuyhtena¨isia¨, joten van Kampenin lauseen oletukset ovat
voimassa.
Osoitetaan seuraavaksi U kutistuvaksi, eli na¨yteta¨a¨n, etta¨ piste (−1, 0, 0) on avaruuden
U deformaatioretrakti. Retraktiona r : U → (−1, 0, 0) toimii vakiokuvaus r(x) = (−1, 0, 0)
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ja homotopiana H : U × I → U kuvaus, joka ma¨a¨ritella¨a¨n kaikilla x ∈ U ja t ∈ I kaavalla
H(x, t) =
(1− t)x+ t(−1, 0, 0)
|(1− t)x+ t(−1, 0, 0)| .
Selva¨sti H on jatkuva, ja koska kaikilla (x, t) ∈ U × I pa¨tee |H(x, t)| = 1 ja H(x, t) 6=
(1, 0, 0), aina pa¨tee H(x, t) ∈ U . Kuvauksen H ma¨a¨ritelma¨sta¨ saadaan suoraan H(x, 0) =
x/|x| = x ja H(x, 1) = (−1, 0, 0)/|(−1, 0, 0)| = (−1, 0, 0) = r(x). Lisa¨ksi kaikilla t ∈ I
saadaan
H((−1, 0, 0), t) = (1− t)(−1, 0, 0) + t(−1, 0, 0)|(1− t)(−1, 0, 0) + t(−1, 0, 0)| =
(−1, 0, 0)
|(−1, 0, 0)| = (−1, 0, 0).
Siis (−1, 0, 0) on avaruuden U deformaatioretrakti. Samoin osoitetaan V kutistuvaksi:
ta¨ssa¨ retraktiona rV : V → (1, 0, 0) toimii vakiokuvaus rV (x) = (1, 0, 0) ja homotopia
HV : V × I → V ma¨a¨ritella¨a¨n kaavalla
HV (x, t) =
(1− t)x+ t(1, 0, 0)
|(1− t)x+ t(1, 0, 0)| .
Koska seka¨ U etta¨ V ovat kutistuvia, na¨iden avaruuksien perusryhma¨t ovat triviaaleja.
Nyt, riippumatta avaruuden U ∩ V perusryhma¨sta¨, van Kampenin lauseen perusteella
myo¨s pi(S2) = pi(U ∪ V ) on triviaali.
Lemma 7.3. Solmun ryhma¨ avaruuden R3 yhden pisteen kompaktisoinnissa ja solmun
ryhma¨ avaruudessa R3 ovat isomorfisia, eli pi(R3 \K) ∼= pi((R3 ∪∞) \K).
Todistus. Oletetaan, etta¨ K on solmu avaruudessa R3. Valitaan niin suuri r ∈ R, etta¨




∞, kun x = 0







on homeomorfismi [2]. Olkoon Ur = {x ∈ R3∪∞ : x =∞ tai |x| > r}. Ta¨lle joukolle pa¨tee
f [Ur] = B(0, 1/r), joten pa¨tee Ur ≈ B(0, 1/r). Ta¨sta¨ seuraa, etta¨ pi(Ur) ∼= pi(B(0, 1/r)),
joten koska B(0, 1/r) on avaruuden R3 konveksina osajoukkona kutistuva, myo¨s Ur on
kutistuva.
Tarkastellaan seuraavaksi avaruutta Ur ∩ (R3 \ K) = Ur \ ∞. Ta¨lle joukolle pa¨tee
f [Ur∩(R3\K)] = f [Ur\∞] = B(0, 1/r)\{0}, joten saadaan Ur∩(R3\K) ≈ B(0, 1/r)\{0}.
Osoitetaan, etta¨ (1/(2r))-sa¨teinen pallo S2∗ = {x ∈ R : |x| = 1/2r} on avaruuden A =
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B(0, 1/r)\{0} deformaatioretrakti. Tilanne muistuttaa esimerkkia¨ 2.24, mutta ta¨lla¨ kertaa





ja homotopia H : A× I → A ma¨a¨ritella¨a¨n kaavalla
H(x, t) = (1− t)x+ t · r(x) = (1− t)x+ t · 1
2r
· x|x| .
Kuvauksen H ma¨a¨ritelma¨n perusteella on selva¨a¨, etta¨ H on jatkuva ja kaikilla x ∈ A pa¨tee
H(x, 0) = x ja H(x, 1) = r(x). Lisa¨ksi kaikilla (x, t) ∈ A × I pa¨tee 0 < |H(x, t)| < 1/r,
joten aina pa¨teeH(x, t) ∈ A. Jos b ∈ S2∗ , niin r(b) = b, ja edelleenH(b, t) = (1−t)b+tb = b.
Siis S2∗ on avaruuden A deformaatioretrakti, mista¨ seuraa, etta¨ pi(A) ∼= pi(S2∗). Koska
lauseen 7.2 perusteella perusryhma¨ pi(S2) on triviaali ja selva¨sti S2 ≈ S2∗ , niin myo¨s
pi(A) = pi(B(0, 1/r) \ {0}) ∼= pi(Ur ∩ (R3 \K)) on triviaali.
Avaruudet R3\K, Ur ja (R3\K)∩Ur ovat kaikki epa¨tyhjia¨, avoimia ja polkuyhtena¨isia¨,
ja pa¨tee S3 \K = (R3 \K)∪Ur, joten voidaan ka¨ytta¨a¨ van Kampenin lausetta avaruuden
S3 \K perusryhma¨n selvitta¨miseen. Koska ryhma¨t Ur ja (R3 \K) ∩ Ur ovat triviaaleja,
saadaan
pi(S3 \K) = pi((R3 \K) ∪ Ur) ∼= pi(R3 \K).
Tarkastellaan seuraavia todistuksia varten ensin avaruuden S3 osajoukkoja A ja B:
A = {(x1, x2, x3, x4) ∈ S3 : x21 + x22 ≤ x23 + x24}
= {(x1, x2, x3, x4) ∈ S3 : x21 + x22 ≤
1
2
, x23 + x
2
4 = 1− (x21 + x22)}
B = {(x1, x2, x3, x4) ∈ S3 : x21 + x22 ≥ x23 + x24}
= {(x1, x2, x3, x4) ∈ S3 : x21 + x22 ≥
1
2
, x23 + x
2
4 = 1− (x21 + x22)}
Selva¨sti A ja B ovat avaruuden S3 suljettuja osajoukkoja, joiden yhdiste on S3. Koska
kaikilla (x1, x2, x3, x4) ∈ S3 pa¨tee (x21 + x22) + (x23 + x24) = 1, joukkojen A ja B leikkaus on
A ∩B = {(x1, x2, x3, x4) ∈ S3 : x21 + x22 =
1
2






Ma¨a¨ritella¨a¨n seuraavaksi kiekko D∗ ja ympyra¨ S1∗ , joiden kummankin sa¨de on
√
2/2:









Joukko A∩B on selva¨sti torus: se voidaan ilmaista karteesisena tulona S1∗×S1∗ . Osoitetaan
seuraavaksi, etta¨ A ja B ovat kumpikin kiinteita¨ toruksia, eli homeomorfisia kiekon ja
ympyra¨n tulon kanssa. Geometrisesti tulkittuna joukko A on toruksen S1∗ × S1∗ rajaama
kompakti alue ja B ta¨ma¨n alueen komplementin sulkeuma avaruudessa S3. Osoitetaan
ensin homeomorfismi D∗ × S1∗ ≈ A.
Ma¨a¨ritella¨a¨n kuvaus f : D∗ × S1∗ → A kaavalla
f(x1, x2, x3, x4) = (x1, x2, x3
√
2(1− (x21 + x22)), x4
√
2(1− (x21 + x22)).
Varmistetaan ensin, etta¨ na¨in ma¨a¨ritelty kuvaus f on kuvaus joukolleA. Olkoon (x1, x2, x3, x4) ∈
D∗×S1∗ mielivaltainen. Siis pa¨tee x21+x22 ≤ 1/2 ja x23+x24 = 1/2. Merkita¨a¨n f(x1, x2, x3, x4) =



























1− (x21 + x22)
)2
= 2(x23 + x
2
4)(1− (x21 + x22))
= 2 · 1
2
(1− (x21 + x22)) = 1− (x21 + x22) = 1− (a21 + a22).










2 ≤ (1/2) ja a23 +a24 = 1− (a21 +a22), joten f(x) ∈ A.
Ma¨a¨ritella¨a¨n seuraavaksi kuvaus g : A→ D∗ × S1∗ kaavalla
g(x1, x2, x3, x4) = (x1, x2, x3/
√
2(1− (x21 + x22)), x4/
√
2(1− (x21 + x22)).
Varmistetaan taas, etta¨ g ma¨a¨rittelee kuvauksen joukkoonD∗×S1∗ . Olkoon (x1, x2, x3, x4) ∈



































joten g(x) ∈ D∗ × S1∗ . Funktiot f ja g ovat jatkuvien funktioiden yhdisteina¨ jatkuvia,
ja selva¨sti toistensa ka¨a¨nteiskuvauksia. Siis f on homeomorfismi, joten D∗ × S1∗ ≈ A.
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Vastaavalla tavalla osoitetaan homeomorfia S1∗×D∗ ≈ B. Ta¨llo¨in homeomorfismina toimii
kuvaus fB : S
1
∗ ×D∗ → B,








1− (x23 + x24), x3, x4).
Selviteta¨a¨n viela¨ perusryhma¨t pi(A) ja pi(B). Lauseen 2.25 perusteella tiedeta¨a¨n, etta¨
pi(A) = pi(S1∗ ×D∗) = pi(S1∗)× pi(D∗) ja pi(B) = pi(D∗)× pi(S1∗).
Lauseen 3.8 perustella tiedeta¨a¨n, etta¨ pi(S1∗) on a¨a¨reto¨n syklinen ryhma¨. Kuten esimerkissa¨
2.23 todettiin, joukko D∗ on kutistuva, joten pi(D∗) on triviaali ryhma¨. Siis ryhma¨t pi(A)
ja pi(B) ovat a¨a¨retto¨mia¨ syklisia¨ ryhmia¨.
Esimerkki 7.4. Osoitetaan, etta¨ triviaalin solmun ryhma¨ on syklinen, eli pi(S3 \ K) ∼=
(Z,+). Triviaali solmu avaruudessa S3 voidaan ilmaista muodossa
K = {(x1, x2, x3, x4) ∈ S3|x1 = x2 = 0 ja x23+x24 = 1} = {(x1, x2, x3, x4) ∈ A|x1 = x2 = 0}.
Havaitaan, etta¨ g[K] = {(0, 0)} × S1∗ . Siis
A \K ≈ (D∗ × S1∗) \ ({(0, 0)} × S1∗) = (D∗ \ {(0, 0)})× S1∗ .
Esimerkin 2.24 tavoin voidaan osoittaa, etta¨ joukko S1∗ on joukon D∗\{(0, 0)} deformaatio-
retrakti. Samalla tavalla joukko S1∗×S1∗ on joukon (D∗ \{(0, 0)})×S1∗ deformaatioretrakti
— retraktiona toimii nyt kuvaus r : (D∗ \ {(0, 0)}) × S1∗ → S1∗ × S1∗ , joka on ma¨a¨ritelty
kaavalla r(x1, x2) = (x1/|x1|, x2), ja homotopiana H : ((D∗ \ {(0, 0)}) × S1∗) × I →
(D∗ \ {(0, 0)})× S1∗ kaavalla H((x1, x2), t) = ((1− t)x1 + tx1/|x1|, x2) ma¨a¨ritelty kuvaus.
Koska joukot D∗×S1∗ ja A seka¨ joukot S1∗ ×S1∗ ja A∩B ovat homeomorfiset, voidaan
pa¨a¨tella¨, etta¨ joukko A ∩ B on joukon A \K deformaatioretrakti. Koska S3 = A ∪ B ja
A ja B ovat avaruuden S3 suljettuja osajoukkoja, ta¨sta¨ seuraa, etta¨ B on joukon S3 \K
deformaatioretrakti. Lisa¨ksi tiedeta¨a¨n, etta¨ pi(B) ∼= (Z,+), joten pa¨tee pi(S3\K) ∼= (Z,+).
Seuraavassa esimerkissa¨ osoitetaan van Kampenin lauseen avulla, etta¨ torussolmul-
la Km,n on olemassa esitys 〈a, b|am = bn〉. Ta¨ma¨n esityksen perusteella on mahdollista
osoittaa, etta¨ torussolmun ryhma¨ ei ole Abelin ryhma¨ [10]. Torussolmun ryhma¨ ei siis voi
olla isomorfinen ryhma¨n (Z,+) eli triviaalin solmun ryhma¨n kanssa. Ta¨sta¨ seuraa muun
muassa se solmuteorian la¨hto¨kohta, etta¨ on ylipa¨a¨ta¨a¨n olemassa myo¨s epa¨triviaaleja sol-
muja.
Esimerkki 7.5. Osoitetaan, etta¨ torussolmun Km,n ryhma¨ on pi(S
3 \Km,n) ∼= 〈a, b|am =
bn〉.
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Kuva 7.1: Apilasolmu eli K3,2 toruksen pinnalla.
Tulkitaan taas avaruus S3 joukkojen A ja B yhdisteeksi. Oletetaan, etta¨ solmu K =
Km,n sijaitsee toruksen A ∩ B pinnalla. Nyt solmun komplementti voidaan ilmaista yh-
disteena¨
S3 \K = (A ∪B) \K = (A \K) ∪ (B \K).
Joukot A \K, B \K ja (A \K)∪ (B \K) ovat polkuyhtena¨isia¨, mutta eiva¨t avoimia ava-
ruudessa S3. Seuraavaksi tarkastellaan siis hieman laajempia avoimia joukkoja, jotka ovat
homotopiaekvivalentteja edella¨ mainittujen joukkojen kanssa. Hahmotellaan na¨ihin jouk-
koihin liittyva¨t homeomorfiat ja joukkojen deformaatioretraktit ta¨ssa¨ esimerkissa¨ ilman
ta¨sma¨llisia¨ kaavoja.
Valitaan niin pieni ε > 0, etta¨ joukko S3 \ N on joukon S3 \K deformaatioretrakti,
kun N = {x ∈ S3 : d(x,K) ≤ ε}. Ta¨ssa¨ luku ε riippuu luvuista m ja n. Geometrisesti
tulkittuna joukko N on homeomorfinen kiintea¨ toruksen kanssa. Ma¨a¨ritella¨a¨n joukot U
ja V vastaavaan tapaan kuin joukko N :
U = {x ∈ S3 : d(x,A) < 1
2
ε} ja V = {x ∈ S3 : d(x,B) < 1
2
ε}.
Havaitaan, etta¨ U on homeomorfinen joukon intA ja V joukon intB kanssa. Siis joukot
U ja V ovat avoimia ja polkuyhtena¨isia¨. Joukko U ∩V on myo¨s avoin ja polkuyhtena¨inen
– se on homeomorfinen toruksen A ∩B ja avoimen va¨lin (−ε/2, ε/2) tulojoukon kanssa.
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Tutkitaan nyt komplementtia S3 \ N . Koska S3 \ N on avaruuden S3 \K deformaa-
tioretrakti, na¨iden avaruuksien perusryhmille pa¨tee pi(S3 \N) ∼= pi(S3 \K). Lisa¨ksi pa¨tee
S3 \N = (U ∪ V ) \N = (U \N) ∪ (V \N).
Voidaan siis ka¨ytta¨a¨ Van Kampenin lausetta joukon S3 \ N perusjoukon selvitta¨miseen.
Selviteta¨a¨n ta¨ta¨ varten avaruuksien U \ N , V \ N ja (U \ N) ∩ (V \ N) = (U ∩ V ) \ N
perusryhma¨t.
Tarkastellaan ensin avaruutta U \N . Joukkojen U ja N ma¨a¨ritelmista¨ seuraa, etta¨ on
olemassa A′ ≈ A, jolle pa¨tee A′ ⊂ U \ N , ja joka on joukon U \ N deformaatioretrakti.
Vastaavasti on olemassa B′ ≈ B, B′ ⊂ V \N , joka on joukon V \N deformaatioretrakti.
Koska pi(A′) ∼= pi(A) ja pi(B′) ∼= pi(B) ovat a¨a¨retto¨mia¨ syklisia¨ ryhmia¨, deformaatioret-
rakteja ka¨sitteleva¨n lauseen 2.21 perusteella myo¨s pi(U \N) ja pi(V \N) ovat a¨a¨retto¨mia¨
syklisia¨ ryhmia¨.
Avaruuksilla (U ∩V )\N = (U \N)∩ (V \N) ja (A∩B)\K on yhteinen deformaatio-
retrakti (A∩B)\N . Siis pa¨tee pi((U ∩V )\N) ∼= pi((A∩B)\K). Joukko (A∩B)\K taas
on toruksen A ∩ B osajoukko, joka on homeomorfinen ympyra¨n ja avoimen va¨lin tulon
kanssa: geometrisesti tulkittuna ta¨ma¨ osajoukko muistuttaa torusta kierta¨va¨a¨ nauhaa.
Koska avoin va¨li on avaruuden R konveksina osajoukkona kutistuva, sen perusryhma¨ on
triviaali. Siis avaruuden (A ∩B) \K perusryhma¨ on sama kuin ympyra¨n perusryhma¨ eli
a¨a¨reto¨n syklinen ryhma¨. Ta¨llo¨in myo¨s pi((U \N) ∩ (V \N)) on a¨a¨reto¨n syklinen ryhma¨.
Edella¨ on osoitettu, etta¨ ryhma¨t pi(U \N), pi(V \N) ja pi((U \N)∩(V \N)) ovat kaikki
a¨a¨retto¨mia¨ syklisia¨ ryhmia¨. Ryhma¨n esityksen ma¨a¨ritelma¨n perusteella on siis olemassa
esitykset pi(U \N) ∼= 〈[α]〉, pi(V \N) ∼= 〈[β]〉 ja pi((U \N) ∩ (V \N)) ∼= 〈[γ]〉.
Ma¨a¨ritella¨a¨n viela¨ kuvat i∗U([γ]) ja i
∗
V ([γ]), missa¨ i
∗
U on inkluusiokuvauksen iU : (U ∩
V ) \ N → U \ N indusoima homomorfismi ja vastaavasti i∗V inkluusiokuvauksen iV :
(U ∩ V ) \N → V \N indusoima homomorfismi. Oletetaan, etta¨ α, β ja γ ovat polkuja,
joille pa¨tee α ∈ [α], β ∈ [β] ja γ ∈ [γ]. Geometrisesti tulkittuna polku α on silmukka
toruksen rajaamalla kompaktilla alueella ja β on silmukka ta¨ma¨n alueen komplementissa.
Koska solmu K kierta¨a¨ toruksen m kertaa pitkitta¨iseen suuntaan, myo¨s polku γ kierta¨a¨
toruksen m kertaa pitkitta¨iseen suuntaan, ja siksi iU(γ) ∼ αm ja edelleen i∗U([γ]) = [α]m.
Vastaavasti, koska solmu K kierta¨a¨ toruksen n kertaa poikittaiseen suuntaan, myo¨s pol-
ku γ kierta¨a¨ toruksen n kertaa poikittaiseen suuntaan, ja siksi iV (γ) ∼ βn ja edelleen
i∗V ([γ]) = [β]
n. Merkita¨a¨n a = [α] ja b = [β]. Siis pa¨tee
pi(S3 \K) ∼= pi(S3 \N)
= pi((U \N) ∪ (V \N))




Yleisessa¨ tapauksessa solmun ryhma¨n ma¨a¨ritta¨minen luvun 7 esimerkkien tavoin voi olla
haastavaa. Solmun ryhma¨lle voidaan kuitenkin ma¨a¨ritella¨ solmukaavioon perustuva Wir-
tingerin esitys aina, kun solmukaavio tiedeta¨a¨n. Wirtingerin esitys ei yleensa¨ ole ainoa
mahdollinen esitys solmun ryhma¨lle: esimerkiksi apilasolmun ryhma¨lla¨ on esimerkin 7.5
mukaisesti olemassa esitys
K2,3 ∼= 〈a, b|a2 = b3〉,
mutta Wirtingerin esitys samalle solmulle on [7]
K2,3 ∼= 〈a, b, c|cac−1b−1, aba−1c−1〉.
On melko helppo osoittaa, etta¨ na¨ma¨ esitykset todella esitta¨va¨t samaa ryhma¨a¨. Kuitenkin
monimutkaisempien solmujen kohdalla on usein vaikea todistaa, etta¨ kaksi esitysmuotoa
esitta¨va¨t kahta ei-isomorfista ryhma¨a¨, mika¨ hankaloittaa solmun ryhma¨n ka¨ytta¨mista¨
invarianttina. [10]
Solmun komplementti ma¨a¨ritta¨a¨ solmun ta¨ysin, minka¨ takia solmun komplementti on
ta¨ydellinen invariantti [3]. Solmun ryhma¨ ei kuitenkaan ole ta¨ydellinen solmuinvariantti:
on olemassa kaksi solmua, jotka eroavat toisistaan muiden invarianttien perusteella, mutta
joiden ryhma¨t ovat samat. Ta¨ssa¨ tapauksessa voidaan osoittaa, etta¨ solmujen komplemen-
tit eiva¨t ole homeomorfiset. [10]
Puutteistaan huolimatta solmun ryhma¨ on voimakas invariantti. Se liitta¨a¨ solmujen
teorian luontevalla tavalla osaksi algebrallista topologiaa. Solmut ovatkin hieno esimerk-
ki matemaattisesta ilmio¨sta¨, jonka tutkimuksessa eri matematiikan haarat yhdistyva¨t ja
luovat seka¨ kaunista teoriaa etta¨ ka¨yta¨nno¨n sovelluksia.
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